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《俄罗斯数学教材选译》序 


从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校 
大量采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮 
助了青年学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年 
代，国内开始编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先釆用的苏联教材，但还在 
很大程度上保留着苏联教材的影响，同时， 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作 
为主要参考书或课外读物继续发挥着作用.客观地说，从解放初一直到文化大革 
命前夕，苏联数学教材在培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可 
忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材, 
大家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏 
联的数学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行 
跟踪，能看懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜, 
不能不说是一个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初，在由中国数学会、中国工业与应 
用数学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上， 
有数学家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材,建议将 
其中的一些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等 
教育出版社的高度重视.会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄 
罗斯数学教材情况的专家座谈讨论，大家一致 认为: 在当前着力引进俄罗斯的数 
学教材，有助于扩大视野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均 




《俄罗斯数学教材选译》序 


十分必要.《俄罗斯数学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金 
资助，由高等教育出版社组织出版的. 

经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列人的教材，以莫斯科大学的教 
材为主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有 
适合大学高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译岀版,但经多 
次修订重版，面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出 
版经典教材方面所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的 
出版，将中俄数学教学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程 
设置和教学内容的改革，对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥 
积极的作用,并起着深远的影响，无疑值得庆贺，特为之序. 


李大潜 
2005年10月 


这本《微分几何与拓扑学习题集》(下称《习题集》）预期的目标是满足大学 
和高等师范学校的数学和力学专业的微分几何与拓扑学课程教学的需要.无论 
在新大纲方面,还是在数学的其他课程及物理和力学方面，《习题集》都力图反 
映微分几何与拓扑学课程的本质需求.此外，《习题集》使得广大的数学工作者 
容易懂得在微分几何、拓扑学、代数和力学领域研究主要学问的新的科学方法. 

《习题集》可以作为大学和高等师范学校的数学和力学专业的微分几何与拓 
扑学课程的习题课的基础.无论在俄罗斯，还是独联体国家——诸如白俄罗斯、 
乌克兰、哈萨克斯坦、土库曼斯坦、立陶宛——近年来预定这类习题集的定单纷 
至沓來 

本书还可以用来作为学习涉及近代几何及其在力学和数学物理中的应用的 
众多内容的多门专业课程的辅助读物. 

《习题集》由两部分组成.第一部分包含关于微分几何与拓扑学的标准章节 
的习题，这些材料超过标准几何与拓扑学课程所要求的必须的最低限度的习题. 
第二部分包含为深人掌握近代几何及其应用所需的习题. 

书中涵盖下列 题材： 曲线论（包括渐屈线和渐伸线)、曲面论、坐标系、黎曼 
几何、古典度量（球面,罗巴切夫斯基平面上的，等等)、拓扑空间、流形（包括纤 
维丛（空间)、相空间和构形空间初步)、二维曲面的拓扑、三维欧几里得空间中 
的二维曲面、李群和李代数（包括低维李群及其经常用于力学的参数表示)、向 
量场和张量、微分形式（包括积分和德拉姆理论)、联络和平行移动、测地线、曲 
率张量、代数拓扑基础（欧拉示性数、向量场的指标、相交指数等). 



书中同样包含与第一部分题材有关的补充习题，以及涉及更深刻的微分几 
何与拓扑学问题新的题材的习题.出现在第二部分的新题材 包括： 计算机几何和 
拓扑学、运动学和几何、几何结构（节、施蒂费尔流形和格拉斯曼流形等)、李导 
数、包装问题、平面上和空间里的组合几何、哈密顿力学基础. 

本习题集是 2000 年再版的 A. C. 米先柯和 A. T. 福明柯的教科书《微分 
几何与拓扑学教程》的自然补充.在相当大的程度上《习题集》以 A . C . 米先 
柯、 IO. n. 索洛维约夫和 A. T. 福明柯编写的《微分几何与拓扑学习题集》一书 
为基础，后者在 1981 年由莫斯科大学出版社出版.应当指出，多年以后，在 1998 
年， A. A. 奥舍姆可夫制作了上述习题集的电子版本.尔后在 1998—1999 年间 
在莫斯科大学数学力学系，由微分几何及其应用教研室发起组织了特别的科学 
方法讨论班，旨在编纂新的《微分几何与拓扑学习题集》 . A. C. 米先柯、 K). II. 
索洛维约夫教授和 A. T. 福明柯院士领导了讨论班.有鉴于此，书的封面列出这 
三位为编著者.但事实上，《习题集》的成书凝聚了在近代几何、拓扑、代数、力 
学及其应用诸多领域的许多著名学者和杰出专家的集体 智慧： 俄罗斯科学院 B . 
B. 科兹洛夫院士、 B. B. 费道尔丘科教授、 A. B. 波尔希诺夫教授、 9. P. 罗则 
道尔恩教授、 B. B. 特罗菲奠夫教授、 A. A. 包里森科教授（哈尔柯夫)、 M. X. 
撒比托夫教授、 E. B. 特洛伊茨基教授、 A. O. 伊万诺夫教授、 A. A. 图日林教 
授、 R B. 诺索沃斯基髙级研究员、 A. M. 沙伐莱维奇研究员、 A. A. 奥舍姆可 
夫副教授、 1IO. 鲍别兰斯基初级研究员、 E. A. 库德里亚夫采娃助教. 

讨论班事务、习题的拟定及其解答的最积极的参与者事实上是莫斯科大学 
数学力学系微分几何及其应用教研室的所有大学生和研究生.我们对他们表示 
深深谢意. 

在微分几何与拓扑学领域有不少习题集、教科书和教学参考书.在书末我们 
列出了其中最著名的出版物的一个不大的目录. 

应当指出，近年出版的微分几何与拓扑学习题集的种类很少，所以实际上业 
已青黄不接.更早出版、印数较多的书也几乎售罄，变得稀少.此外，某些书的内 
容已显陈旧，需要更新.这关系到数学课程大纲的完善，也关系到使用和依赖微 
分几何与拓扑学方法的其他课程，这些课程有了显著的改变，并且加强了对于几 
何课程的要求.所有这些使得《习题集》的出版显得格外迫切. 

我们从广大“名不见经传”的数学界人士那里收集科学方法的素材.“名不 
见经传”有种种原因，主要的是以下几条.首先，许多习题出现在前面提到的讨 
论班的参加者的个人科学研究过程中.其次，有些习题产生于讨论班进程中互相 
切磋的结果.最后，相当大量的习题取自古老的数学文献,它们散落在较早的书 
刊中而很少被提及，当代的学生和教师也就无从知晓. 

我们正是以这种方式搜集了科学方法的素材,并形成了本《习题集》. 


我们特别要 指出： IO . 鲍别兰斯基在准备本书出版过程中绝对不可估量 
的作用.他在习题的整理、习题的条件和解答的审查，乃至文本的排版等等方面 
所完成的工作纷繁浩大,多亏他的不懈努力，终于促成本书的问世. 

A . C . 米先柯 
to . n . 索洛维约夫 

A . T . 福明柯 
莫斯科，莫斯科大学，2000年5月 


第 2 版前言 


《微分几何与拓扑学习题集》的第2版呈现在读者面前.它的第1版于2001 
年由数学物理文献出版社出版.在随后的两年里，为改进这本习 
题集我们做了很多积极的工作，特别是莫斯科大学数学力学系微分几何及其应 
用教研室的各位同仁的积极参与.我们考虑了在课堂上使用第1版的教师和学 
生的许多需求，改正了已发现的印刷错误和不妥之处，补充了新的习题.这主要 
涉及习题集的第一部分，这是在莫斯科大学数学力学系必修课程古典微分几何 
和微分几何与拓扑学的习题课上使用最多的部分.我们还改变了某些节的结构 
并且补充了新的节，力图更合理地按题材分配习题.此外补充了许多插图，以便 
提高直观性. 

尽管微分几何是一门成熟的学科，习题集的完善过程却不曾停顿.我们的工 
作越是深人,我们就发现越多既比较基本又最有教益、在习题集中非选不可的题 
目.我们自觉中止了这个过程，力求达到用合理的篇幅包含丰富的内容.此外，我 
们也清楚把现代几何的丰富宝藏都反映在一本书里实际上是不可能的.虽然如 
此，我们还是认为，对于大学微分几何与拓扑学课程，这一版的习题集不仅是最 
紧跟时代的，其内容也是最完备的. 


A. T. 福明柯① 
IO . 鲍别兰斯基 


® A.T. 福明柯注：特别要指出， A K). 鲍别兰斯基对于准备本版的重要作用.他不仅分 
析了大多数习题及其解答 , 发现并改正了许多印刷错误和不妥之处，而且提供了一系列非常有 
价值的优美的新习题 . 




亚历山德罗夫球面：二维球面到 R 3 中的拓扑嵌入，在该嵌入下球面在 R 3 中的像将 1 R 3 
分成两个开区域.其中一个是球，而另一个是非单连通的 （ A . T . 福明柯绘制). 
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第-部分 


§1. 坐标系 

我们观察空间 1 T 中的区域 f /， 在其中给定了笛卡儿坐标 （ cc 1 ，.，.，#；). 假设在另一个带 
坐标 q n ) 的空间 M n 中给定区域 V ，并且在区域和 V 的点之间建立了相互的单 
值对应.在这种情形下，为了给定区域的点，我们可以利用数组 （ g 1 ，...，^ 1 ) ——区域 V 
对应点的笛卡儿坐标.我们将称 ( g \..., q n ) 是区域 [/的 曲线坐标， 如果： 

1) 给出区域和 V 的点之间的相互单值对应的函数 

x l = x l ( q 1 ,..., q n ) 

在区域 V 具有所有阶的 导数； 

2) 雅可比行列式 J = | g | 在 V 的所有点异于 0. 

注意，在绝大多数的情形，只需假定函数 .， g n ) 有直到三阶的连续导数. 

. 从曲线坐标的定义推出反函数 ^( x 1 , ..., x n ) 同样在区域 (7 有所有阶的导数，并且雅可 

比行列式 = |^|异于。（它等于厂 1 ). 

对于函数 W = ^( g 1 ,...^ 71 ), i = l ，...， n ， 同时考察它们会显得方便，为此利用向量 

函数 

擎 

r = rQ 1 , …， g n )， 其中 r = ( x 1 ,... , x n ). 

在区域厂中， 条件/ = 常数定义了 n 组超曲面.同一组的超曲面互不相交.分属不同 
组的任意 n - 1个坐标超曲面沿某一条曲线相交.称这样的曲线为坐标曲线. 

向量 rfc = ^沿坐标曲线的切线方向.在区域 t / 的每个点这些向量线性无关.它们在 
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^ M ( q \... y q n ) 的某个邻域中定义无穷小向量 

n 

dr = 

i=l 


它的用曲线坐标表示的长度的平方由等式 


I 

ds 


I n n v n 

( dr , dr ) = / ^ g ^ dq ' d ^ 

\ i=l 7 = 1 / i . i=l 


确定，其中 〈•, •〉 是 R n 中的数量积. 

数量 gij = ffji = ( ri , rj ) 定义曲线坐标系 （ g 1 , …， g n ) 中的度量. 
坐标系称为 正交坐标系， 如果它满足满足条件 


— { 、_ Jo ， …， 

9ij — \ r i^ T j) — \ 

1 私 ， i = j. 

量私 > 0称为拉梅 ( Lame ) 系数.它们等于向量 ri 的 长度: 



在正交曲线坐标系中，线性元的平方由下式 表示: 


ds 2 = HUdq 1 ) 2 -^ Hl { dq 2 ) 2 + … + Hl ( dq n )\ 

在习题 1.1-1.5 中，对于下列曲线坐标系 ( u u u 2 ): 

a ) 确定由笛卡儿坐标表达平面 R 2 的点的曲线坐标的公式，及 其逆; 

b ) 求曲线的长度； 

c ) 计算行列式 


dx\ dxi 


du\ du\ 

du\ du2 


dxi dx2 

dx2 dx 〗 

5 

dU2 dU2 

du\ du 2 


dx\ dx 2 


并且査明在 IR 2 的哪些点，其曲线坐标和笛卡儿坐标之间的相互单值对应遭破坏. 

1.1 •由等式 t = UiG tU 2 定义的广义极坐标，其中0 < Ui < 00， —7 T < 

0L\ U2 

U 2 ^ 7 T , ai >0, a 2 > 0. 在什么条件下，这些坐标同普通极坐标一致？ 

1.2. 由等式 A + = ch(ui + iu 2 ) 确定的捕圆坐标系，其中0 < Wi < 

OO, —7T < U2 ^ 7T. 

1.3. 由等式+ iu 2 = {ui -h iu 2 ) 2 确定的抛物线坐标系，其中 -oo < m < 

OO , 0 ^ W2 < oo . 
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1.4. 由等式 X ! -h ix 2 = tan « U 2 _) 确定的双极坐标系，其中 - oo < 

U\ < 00 ， —7T < 以 2 彡兀，去掉 ,# (^1 = 0, U 2 = 7r) = (xi — X2 — Oo), (u\ = +00)= 
(Xi = 1 ， X 2 = 0)，(lii = —OO) = (Xi = —1, X 2 — 0). 

1.5. 由等式 x x + ix 2 = ( ui + iu 2 f 确定的坐标系，其中 w 2 彡 0, ^1+^ 2 \/3 ^ 0. 
在习题 1.6- L 12 中，对于空间 M 3 的下列曲线坐标系 ( u u u 2 i u 3 ), 

a) 求坐标曲面和坐标 曲线； 

b) 计算行列式 | ^|和||_|,并且确定在空间 M 3 的哪些点，其曲线坐标 

和笛卡儿直角坐标之间的相互单值对应遭破 坏； 

c) 这些坐标系是否是正交坐标系？ 

1 . 6 . 由等式 


X\ = a\U\ cos U2 , X2 = d2U\ sin U2^ X3 = U3 

定义的广义圆柱坐标系，其中 ui ^ 0, 0 ^ ti 2 ^ 27T, — oo < tt 3 < oo, ai > 0, a 2 > 0 
(参见图 1 ), 



X 


图1 圆柱坐标系 ， ai = a 2 = 1 

1 . 7 . 由等式 


x\ = aiWi sinw2 COSW3 ， X2 = a2U\ sin U2 smu^^ xs = asm cos U2 
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定义的广义球面坐标系，其中 til ^ 0, 0彡< 27 T , 0 ^ U3 < 27 T , ai > 0, a 2 > 
0, a 3 >0 (参见图 2). 



5 2 球面坐标系 ， ai = a 2 = a 3 = 1 


1.8. 由等式 


x\ 


(ai — Ui)(ai — W2)(ai — u^) 


(a 2 — a\)(a 3 — a\) 

( Q2 — ^ l)(^2 ^ 2)(^2 — 奴 3 ) 

( a 3 - a 2 )(ai — a 2) 

( a 3 — ~ Ui )( a 3 — U 2)( fl 3 — 以3) 

(ai — as)(a2 — ciz) 


定义的椭球面坐标系，其中 ai > a2 > a 3 > 0 ， U\ < a 3 < U2 < a2 < U3 < a\ (0 
见图 3 , 4 ). 

1 . 9 - 由等式 a =U1W2COSU3, X2 = U1U2 sinu3, a: 3 = - [ul - u ^) 定义的拋 
物坐标系，其中 0 < U\ < CXD, 0 ^ 1X2 < 00, — 7 T < U3 ^ 7 T. 

1.10. 由等式 xi = sinhiti sin U2 cos U3, X2 = sinhwi sin U2 sin uz^ X3 = 

coshu! cos u 2 定义的退化椭球面坐标系，其中 0 彡 U\ < OO, 0 ^ ^2 ^ 7 T, — 7 T < 
U 3 ^ 7 T ( 参见图 5 ). 


1 . 11 . 由等式 & = cosh^i sin U2 cos W3 ， X2 二 cosh^i sin U2 sin W3 ， x 3 


sinhui cos u 2 定义的退化椭球面坐标系，其中0 < Ul < OO ， 0 < 从2 < 兀， —7 T < 

«3 ^ 7 T (参见图 6). 
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擊 








coshlii — COS U2 5 


coshui — COS U2 


coshui — COS U2 


定义的圆环坐标系，其中0 < Ui < OO, -7T < U 2 ^ 7T, -7T < U3 ^ 7T (参见图 7). 

y y 

1.13. 把表达式 - rc & 变换成新坐标 * u ， r , 它们与 a ：， y 由关系 tx = 

v = x 2 ^y 2 联系.检验前一个坐标系 u ，〃 到底是否是曲线坐标系.指岀它的 
定义域和值域. 

1.14. 把下列表达式变换到极坐标 a : = r cos (p, y = r sin ip: 
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图6 退化椭球面坐标系 
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图7圆环坐标系 


a) x 


C )(S) 


du du 

巧 1 巧； 

2 / du\ 2 


. x du du 

h ) x -- y a ^ 

d 2 u 


dy 


d ) 


dx 
d 2 u 

dx 2 卞 dy 2 


(拉普拉斯算子). 


d 2 z 


1.15. 把表达式变换到新坐标％ %这里 u 


d 2 z 

^ dy 1 

对于哪些 a 上述代换给出正则的坐标系? 


v = y — ax 


1.16. 把表达式 


v 2 ) ) y = uv. 


d 2 z d 2 z 
dx 2 + dy 2 


^ k 2 z = 0 变换到新坐标 u , %这里 : c 


2 


( u 2 


1.17. 把下列表达式变换到球面坐标 r , 0, ^ 它们与 x ， y ， z 由等式 z = 

rsin 沒 cosf ，y = rsinO sin tp、z = rcos0 联系： 

、 fdV\^ fdV\^ rdV\^ ^ 8 2 V d 2 V d 2 V 

a) U + 1%) + U + 

1-18. 设 x = f ( u ^ v ), y — ( f ( u ， v ) 是这样的坐标系,使得 g = 尝 ， g = 
-#.证明下列关系 满足： 


d 2 V d 2 V 

du 2 + dv 2 


d 2 V 

dx 2 
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1.19. 在圆柱坐标系 r $ z 下计算拉普拉斯算子 造+等+爲，这里 


rcos ( f 1 y = rsiny ?, 2 


du 


1.20. 指出当从笛卡儿坐标 : r ， y 过渡到极坐标 p , #时，柯西-黎曼方程 g 

dv du dv mu du 1 dv dv 1 du 
dy，dy dx 工 dp pdf dp pd<p' 

1.21. 用这样的坐标系 w ， ％它与 z ， y 的关系是 w = z 2 , w — x+iy，z = 
计算拉普拉斯算子 g + g . 

ox z oy z 

1.22. 用这样的坐标系它与 x ， y 的关系是 it ; = acoshz , w = x-\-iy, z 

u + 计算拉普拉斯算子 0 + 0. 

1.23. 用这样的坐标系 u ， r ， 它与 x ， y 的关系是 w = e z , w = x + iy , 2 = 

计算拉普拉斯算子 g + g . 

ox z oy z 


x+zy, 2 = u+iv 


§ 2 . 曲线和曲面的方程 

2.1 . 点 M 在围绕点 O 匀速旋转的直线 OiV 上匀速移动.建立点 M 的方 
程（阿基米德螺线). 

2.2. 直线 0 L 围绕点 O 以勻角速度旋转,而点 M 在直线 OL 上移动,其速 
度正比于距离 \ OM \. 建立点 M 的轨迹的方程（对数螺线). 

2.3. 半径为 a 的圆沿直线无滑动地滚动，点 M 在圆上的与中心距离为 d 
处固定.建立点 M 的轨迹的方程. 所 得到的曲线，当 d = a 时称为 旋轮线 ，当 
d<a 时称为 短辐旋轮线， 当 d > a 时称为 长辐旋轮线. 

2.4. 半径为 r 的圆周保持在半径为丑的圆周外无滑动地滚动.建立滚动圆 
周上的一个点的轨迹的方程 （圆外旋轮 线). 

2.5. 半径为 r 的圆周保持在半径为丑的圆周内无滑动地滚动.建立滚动圆 
周上的一个点的轨迹的方程 （圆内旋轮线). 

2.6. 已知 r \ t ) = A ⑷ a ， 其中 A ⑷ > 0是连续函数，而 a 是非零常向量.求 
由方程 r = r ( i ) ( c<t < d ) 给定的曲线. 

2.7. 已知 r ff ( t ) = a , 其中 a 是非零常向量.求由方程 r = r ( i ) (—00 <t < 00 ) 

给定的曲线. 

2.8. 设向量函数 r ⑴满足微分方程 r 〃 =〆 x a , 这里 a 是常向量.用 a 和 
r ' 表示下 列量： a) | r ' x r "| 2 ; b ) ( 〆 ， 〆 '， 〆 "). 

2.9. 平面曲线由方程 r ( t ) = 给定.在什么条件下，这个方程定 

义直线或其一部分. 


曲线和曲面的方程 


2.10. 求函数 r = « 其在平面极坐标系中定义直线的方程. 

2.11. a) 证明质点 M 在中心力 F = Ft 的作用下描绘的轨迹位于经过坐标 
原点的固定平面上.我们指出函数 F 可以既依赖于向量 r 的长度，也依赖于 r 
的方向. 

b ) 建立在这个平面上的质点 M 在极坐标系中的方程. 


c) 指出对于由公式 



, TTIT 


给出的中心力，质点 M 沿二次曲线运动.这里, m 是质点 M 的质量，而 r 是向 


量 r 的长度，并且 k > 0 . 

2.12. 在恒定磁场中的电子的运动由方程 


r 〃 = r' x H，H =常向量 


确定.证明电子的轨迹是螺旋线. 
2.13. 求由微分方程 


r ; = u? x r 


定义的曲线，其中 w 是常向量. 

2.14. 求由微分方程 

r> = e x (r x e) 

定义的曲线，其中 e 是单位长度的固定向量. 

2.15. 求由微分方程 

r> = ae + e x r 


定义的曲线，其中 a 和 e 是常量. 
2.16. 求由微分方程 


|r| 2 e-r(r,e) 


定义的曲线，其中 e 是单位长度的固定向量. 

2,17. 下列曲线相交成怎样的角？ 


x 2 -hy 2 = 8, y 2 = 2x. 

2.18. 下列曲线相交成怎样的角？ 

x 2 + y 2 = 8x, y 2 = — • 

2 ~ x 

2.19. 下列曲线相交成怎样的角？ 

2 , 8 
x = 4 仏 y = 
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2.20. 求下列曲线的自然参数（或长 度)： 

a ) y = acosh(x/a) -悬链线； b ) ?/ = x 3 / 2 ; 

c) y = x 2 ; d) y = lnx; 

e) r = a(l + cosip); f) r(i) = (a(t — sint) ， a(l — cost)); 

g ) r(^) = (a(cost + tsint) y a(sint — tcost)); 


h ) r ⑷ =：(^(2 cost + cos 2 t ), ^(2 sint -h sin 2 t )); 


i ) r ( t ) = (a cos 3 1 ，a sin 3 1); j ) y 

k ) r ⑷ =(a (In cot 备一 cost ), a sin i 
2.21. 求以下曲线的 长度： 


e 


X. 


x = 一 /'( a ) sin a — /"( a ) cosa ， y = f f ( a ) cos a — f n { ot ) sin a . 


2.22. 圆周 x = a + bcosv, z = bsinv (0 < b < a) 围绕 Oz 轴旋转.建立旋 
转曲面的方程. 

2.23. —条直线与另一条直线相交成直角以常速度做平动，同时围绕后者匀 
速转动.建立运动直线描绘的曲面的方程.这个曲面称为 正螺旋面. 

2.24. 建立悬链线2/ = acosh ^ 围绕 Or 轴旋转生成的曲面的方程.这个曲 

面称为悬链面. 江 

2.25. 求曳物线 

p — (aln tan(i + 备 ) 一 a sin t, a cos i )， —^ < t < ^ 


围绕其渐近线旋转生成的曲面的方程.这个曲面称为 伪球面. 


2.26. 在旋转圆环面上，除去纬线和经线是平面上的圆周外，还存在两族平 
面圆周，称为维拉索 ( Vilaso ) 圆周.它们由跟环面切于两个点的切平面截环面 
而得到.求这些圆周的方程，验证它们都有同样的半径，并且跟所有纬线以常数 
角度相交（参见图 8). 


鞍点 
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§3. 球面和罗巴切夫斯基平面上的经典度量，它们的性质 

3.1. 在下列坐标下计算舻的标准单位球面上的 度量： 

a ) 笛卡儿坐标 x ， y ; 

b ) 球面坐标 0 , ip ; 

c ) 平面 2 = 0上的笛卡儿坐标％ 该平面是从球面的北极出发的球极平面 

投影下球面的像（参见图 9); 



d ) 平面 z = 0上的极坐标 p ， ％该平面是从球面的北极出发的球极平面投 
影下球面的像（参见前一小题)； 

e ) 平面 2 = 0上的复坐标 z = x + iy , z = x - iy , 该平面是从球面的北极出 
发的球极平面投影下球面的像. 

3.2. 考察坐标为 t ， ％ y , 数量积为心 2 = - dt 2 + dx 2 + dy 2 的伪欧几里得空 
间.用下列坐标计算虚半径的伪球面 - f 2 +沪 = -1 的 度量： 

a ) 笛卡儿坐标 ; r ， y ; 

b ) 坐标 ax , 这里是在我们的伪欧几里得空间中的伪球面 坐标； 

c ) 平面 t = 0上的笛卡儿坐标，该平面是从伪球面的南极(0,0,-1)出发的 
球极平面投影下球面的像（参见图 10); 

d ) 平面 i = 0上的极坐标该平面是从伪球面的南极(0,0,-1)出发的 
球极平面投影下球面 的像； 

e ) 平面 t = 0上的复坐标 z = x + iy , z = x - iy , 该平面是从伪球面的南极 
出发的球极平面投影下伪球面的像； 

f ) 借助把单位圆变换到上半平面的分式线性变换，从上一小题的复坐标转 
换为在上半平面上的复 坐标； 

g ) 对于前两小题，绘出伪球面的两个连通分支在上述投影下 的像； 

h ) 证明连接径向量为 a 和 b 的上半伪球面两个点的直线段的长度 p 由公 
式 cos V = (a,b) 给出，其中的数量积是在伪欧几里得空间中计 算的； 
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i) 证明由径向量为 a 的上半伪球面的点到由条件 〈 x ， e〉 = 0, |e| = 1 定义的 
直线的距离由公式 sinV = | 〈 a ， e〉| 给出，这里的数量积是在伪欧几里得空间中计 
算的. 

3.3. 指岀，在单位圆（庞加莱模型)中和在上半平面上,在罗巴切夫斯基度量 
的模型下，相交曲线之间的夹角等于它们在欧几里得度量下的夹角. 

3.4. 证明： 在球面炉到平面的球极平面投影下，任意圆周转换成直线或者 
圆周. 

3.5. 指出表示度量的运动的分式线性变换 的群： 

a) 对于习题 3.1 e) ——同构于 3[/(2)/{ 土 £；} ; 

b) 对于习题 3.2 e )—— 同构于 ^7(1 ， 1)/{± 五 } ; 

c ) 对于习题 3.2 f ) ——同构于 SL ( 2 , R )/{± E }. 

3.6. 证明： 表示罗巴切夫斯基平面在其上半平面上的模型的度量的运动的 
分式线性变换的群由变换 242 + a 和^组成. 

3.7. 考察罗巴切夫斯基平面上的任意直线 h 和匕它们分别过点 ，历和 
A 2 , B 2 ,并且皋到历的距离等于乂 2 到氏 的距离. 证明： 存在运动，它变换 

a) L 到 Z 2; 

b ) Zi 到〖2，并且 乂1 到乂2; 

C) Zi 到 〖 2 ， 到乂2,并且氏到执. 

3.8. 求上半平面的分式线性变换，它是罗巴切夫斯基平面上的运动，并且 
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a ) 直线 x 2 +y 2 = 1 到直线 x = 0; 

b ) 直线 Or - l ) 2 - hy 2 = 4 和点（1， 2) 到直线 z = 3和点（3, 2). 

3.9. 设罗巴切夫斯基平面上点^^2^3,51,^2,53是这样的，对于所有 i 

和 j 有 p { A ^ A 3 ) = 证明： 存在罗巴切夫斯基平面的唯一的运动，把 

点次 变换到玖 ， i = 1,2,3. 由此推出罗巴切夫斯基平面的所有运动的群由变换 

2 I — > z + a , z 2 ： h -—z 生成，其中 a G M . 

3.10. a ) 证明： 在罗巴切夫斯基平面上存在唯一的过给定的点并且垂直于 
给定直线的一条直线. 

b ) 利用前一小题，确定罗巴切夫斯基平面上关于直线的反射，并且证明这个 
变换是运动. 

c ) 求关于直线 

(x — I ) 2 + y 2 = 4 

的反射的公式. 

d ) 求关于直线 : r = 0的反射的公式. 

3.11. a ) 指出用分式线性变换表示的运动可以分解成偶数个关于直线的反 
射的复合.指出可以避免两个反射的情形. 

b ) 指出其余的运动，即不能表示成分式线性变换的运动，可以分解成奇数个 
关于直线的反射. 

3.12. 证明： 罗巴切夫斯基平面到在上半平面上的模型的所有的等距的群由 
下列形式的变换 组成： 


az -\-b 

cz + d ’ 
az + b 

cz -h d y 


a , b,c,d G R, 
a, b,c,d € R, 


ad —be = 1; 
ad — be = —1. 


3.13. 证明： 在复平面的任意分式线性变换 2 4 之下，其中 a ， b , c,de 

cz H- d 

c, ad-bc + 0, 圆周和直线变换到圆周或直线. 

3.14. 证明： 对于扩展复平面上的任意两两不同的点 之1，之2，之3和两两不同 
的点奶，奶，奶，存在唯一的分式线性变换，映射 a 到叫 i = 1,2, 3. 

3.15. 证明： 连接罗巴切夫斯基平面上任意两个点的直线段的长度小于任意 
连接这些点的其他曲线的长度（参见图 11). 

3.16. 证明： 经过罗巴切夫斯基平面上任意两个点有唯一的一条直线（参见 
图 11). 
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图11罗巴切夫斯基平面（在单位圆盘和上半平面的模型上）的直线 


3.17. 证明： 在罗巴切夫斯基度量的单位圆盘和上半平面的模型中，圆周映 
射到普通的圆周. 

3.18 . 在 a ) 罗巴切夫斯基平面上， b ) 半径为1的球面上，求半径为只的圆 
盘的周长和面积.同平面上的作比较. 

3.19. a ) 求在罗巴切夫斯基度量下，在上半平面上的由方程 

x 2 + (y - 2) 2 = 1 


给定的圆的中心. 

b ) 证明： 在球面到平面的球极平面投影下，球面上的圆周变为圆周或直线. 

c ) 考察圆周 x 2 + ( y -2) 2 = l , 它是球面上的某个圆周在球极平面投影下的 
像（参见前面).取这个球面圆周在球面上的中心 . 求它在平面上的像. 

3.20. 在下列度量下求平面上线段的中点，其中 A = (0.5; 0.5), B = 
(0.9; 0.3): 

a ) 上半平面上的罗巴切夫斯基平面的 度量； 

b ) (在球极平面投影下的）球面的度量. 

3.21. 用角表示三角形（参见图 12) 的 面积： a ) 在单位半径的球 面上； b ) 在 
罗巴切夫斯基平面上. 



图12罗巴切夫斯基平面和球面上的三角形 


3.22. 证明罗巴切夫斯基平面上的直角三角形的 公式: 
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a) cosh c = cosh a cosh 6 ; b) sinh b = sinhcsin/3; 

c) tanha = tanhc cos/3; d) cosh c = cot a cot/3; 

e) cos a = coshasin/3; f) tanha = sinh b tan a, 

这里 c 是直角的对边的长度. 

3.23. 考察半径为 1 的球面上的直角三角形 ABC, 其中， = tt/2 ? ZB = 
P, ZA = a ， AC = 6 , AB = c , BC = a. 证明下列 关系： 

a) cos c = cos a cos 6 ; b) cos a = cos a sin/3; 

c) sin a = sine sin a; d) tana = tan c cos /?; 

e) cosc = cot a cot/3; f) tana = sin 6 tan a* 

3.24. 证明罗巴切夫斯基平面的三角形的余弦 定理： 

a) sin/3 sin 7 cosh a = cos a -f cos/3 cos 7 ; 

b) cos a sinh 6 sinh c = cosh 6 cosh c — cosh a. 

3.25. 证明单位球面上的三角形的余弦 定理： 

a) cos a = cos 6 cosc + sin 6 sine cos a; 

b) cos a = — cos0 cos 7 + sin 冷 sin 7 cos a. 

3.26. 证明正弦 定理： 

a ) 对于罗巴切夫斯基 平面： 


sinh a sinh 6 sinh c y/Q 

sin a sin/3 sin 7 sin a sin f3 sin 7 5 


其中 Q = cos 2 a + cos 2 /? + cos 2 7 + 2 cos a cos/3 cos 7 — 1; 

b ) 对于半径为 1 的 球面：= ^ = 

sin a sin p sm 7 

3.27. 对于怎样的整数 n ， 存在角度为 27 r / n 的正多 角形: a ) 在球 面上; b ) 在 
罗巴切夫斯基平面上？ 

3.28. 证明： 当且仅当交比 w : 是实数时，复平面上的点 

22 — Zs Z 2 — Z 4 

Zl , Z 2 , Z 3 , Z 4 位于一个圆周（或一条直线）上. 

3.29. 证明： 在罗巴切夫斯基平面上，直角三角形的角 a 的正弦，等于半径 
等于对边的圆周的周长与半径等于斜边的圆周的周长的比值.对于球面亦如此. 

3.30. 证明： 等边三角形的所 有角： a) 在罗巴切夫斯基平面上小于 tt/ 3; 
b) 在球面上大于 7r/3. 


3.31. 证明在上半平面的罗巴切夫斯基平面度量之下点 A 和 S (参见图 13) 
间的距离的下列 公式： 

a ) 如果它们的横坐标相等，则 p ( A 1 B ) = | lng || T 这里 O 是连接它们的直 
线与横轴的 交点； 
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b) 如果它们的横坐标不等，则 p(A, B) = ln^ ,这里 O 是横轴与罗巴 

tanp 

切夫斯基平面上过 a 和 s 的直线的交点，而《和/?分别是实轴的正方向与半 
直线和的 夹角； 

C ) 在一般情形下，如果 Z !,^ 2 是上半平面上的任意点，则 


p{zi,z 2 ) = In 


1 + K-gj — 芝 2)/( 之 1 _ 之 2)1 \ 

_1 + |(^1 - 芝 2 )/( 2 i — Z 2 )\J 


或同样地， 


p{zi,z 2 ) = In 


f 1 + |( 之 1 — 勿)/(之 1 — 芝2)| 、 
\1 - |(2：i - Z2)/{zi ~Z 2 )\) 


3.32. 是否在任意三角形外都可以外接一个 圆周： a) 在球 面上； b) 在罗巴 
切夫斯基平面上？ 

3.33. 证明： 在罗巴切夫斯基平面上过角内部的一个点，并不总可以引一条 
与角的两条边都相衮的直线. 

3.34. 比较正六边形的边长同其外接圆的 半径： a) 在球 面上； b) 在罗巴切 
夫斯基平面上？ 

3.35. 求边长为 a 的正三角形的 面积： a) 在罗巴切夫斯基平面上（参见图 
14); b) 在球面上. 

3.36. 求由方程 


Or+ l) 2 + (y- 5) 2 = 1 
给定的圆盘的面积和圆周的 周长： 


a) 在罗巴切夫斯基平面上，在上半平面的模 型中； 

b) 在球面上，在球极平面投影的坐标中. 

3.37. 用三角形的边长和内角表示其外接圆周的 半径: a) 在罗巴切夫斯基平 
面上； b ) 在球面上. 


§4. 曲线理论 
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§4. 曲线理论 

—般地，我们将假定平面曲线 r = r ( S ) 的曲率（其中 s 是自然参数）由公式 fc =| r | = | v | 
定义.此时曲线的法向量由公式 n = v /| v | 给定.在= 0的点它没有定义.尤其是在拐点， 
法向量场间断，即左极限和右极限不等（参见图 15). 



在关于曲线的整体性质的某些问题中，利用连续的法向量场更方便些.在这种情形下，法 
向量场可以由速度向量沿正方向转动 tt /2 来定义.特别地，对于平面曲线，在曲线上的每个 
点，向量对 v ( s ), n ( s ) 组成平面上的正定向的标架.弗雷内公式保持有效，这时曲率可以是 
正的，也可以是负的. 

4.1. 计算下列曲线的 曲率： 

a ) 2 / = sinx , 在顶点（正弦曲线)； 

b ) y 二 acosh ( x / a ) (悬链线)； 

c ) r 2 = a 2 cos 2 ^p (双纽线)； 

d ) r = a(l + cos < p ) (心脏线，参见图 16); 




• 18 • 


第一部分 


e ) r = ai p (阿基米德螺线，参见图 17); 

f ) r ( t ) = ( a cos 3 asin 3 t ) (星形线，参见图 18); 

g ) r ( t ) = ( a(t - sini ), a(l - cosi )) (旋轮线，参见图 19). 



S 16 心脏线 



图17 阿基米德螺线 



图18 星形线 


4 . 2 .对于在极坐标 ( r , ( f ) 中由方程 r 2 = 2 a 2 cos2p 给定的伯努利双纽线，计 





其中 s 是弧长，而 fc ( s ) 是曲率.参见本节幵头的说明. 

4.3. 求半轴为 a 和6的椭圆在其顶点的曲率. 

4.4. 求由方程 F ( x , y ) = 0 给定的曲线的曲率. 

4.5. 曲线由微分方程 P ( z ， y ) do : + QOr ， y)ciy = 0给定.求它们的曲率. 

4.6. 导出由极坐标方程 r = 给定的平面曲线的曲率公式. 

4.7. 把螺旋线 （参 见图 加） 

r { t ) = ( acost ^ asint ^ bt ) (b > 0) 

的参数 t 更换为自然参数. 



图20 螺旋线 

4.8. 把曲线 

r ( t ) = ( e 4 cosi , e l sin t ， e *) 


的参数 t 更换为自然参数. 
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4.9. 把曲线 r(f) = (cosh^sinh^e 4 ) 的参数 t 更换为自然参数. 

4.10. 求下列曲线在任意点的曲率和挠率： 

a) r(t) = (e £ J e _t ,i-\/2 )； b) r(t) = (2t,lnt,t 2 ); 

c) r(t) = (e* sini, e l cost, e fc ); d) r(t) = (3t — t 3 , St 2 ,3t + ^ 3 ); 

e) r ( 亡） =(cos 3 sin 3 cos 2t). 

4.11. 求由方程 


x 2 + 2 2 — y 2 = 1 ， y 2 ~ 2x-\- z = 0 

给定的曲线在点 M ( l ， l , l ) 的曲率和挠率， 

4.12. 求由方程 

x + sinhx = sin y + y, z + e z = x + ln(l + x) + 1 

% 

给定的曲线在点 M (0,0,0) 的曲率和挠率. 

4.13. 导出计算由方程 y = y{x), z = z(x) 给定的曲线的曲率和挠率的公式， 
并且求出这条曲线的弗雷内标架. 

4.14. 给定曲线 


r(0 =(亡 2 ，1 - M 3 ). 

求弗雷内标架.计算这条曲线的曲率和挠率. 

4.15. a ) 证明螺旋线的曲率和挠率是常数. 

b) 确定螺旋线 a; = a cost, y = asint, z — ht 对于 /i 的怎样的值有最大的 
挠率. 

c ) 求螺旋线（参见图 2 1) 

r ( t ) = (a cost, a sin ht ) 


的弗雷内标架. 


d ) 求曲率 A : 和挠率％为常数的所有曲线. 

4.16. 在什么条件下，螺旋线的曲率中心位于曲线本身所在的圆柱面上？ 

4.17 . 设 7 是平面曲线.用 S 表示由曲线7和与某个固定点 Pey 的切线 
距离为 h 的割线所包围的区域的面积.用曲线的曲率表示 lim (5 2 // i 3 )- 

h—*Q 

4.18. 证明： 作用在 M 3 的向量上的算子 Y : x — y x x 可用反称矩阵表示. 
注意 ， y xx 是向量 x 和 y 的向量积.求这个矩阵的元素和向量 y 的坐标的关 
系. 证明： 对于任意反称矩阵，可以找到向量 y , 使得该矩阵定义的 IR 3 上的线性 
算子有形式 x — y x x . 向量 y 称为反称矩阵的达布向量. 
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4.19. 设是与向量 y，z 作向量乘法的算子矩阵.证明与向量 yxz 作 
向量乘法的算子矩阵等于 [ y , z ] = yz - zy . 

4.20. 设正则空间曲线 r ( s ) 的曲率 A : 在有限个点等于零.假定在曲线上，存 
在这样的光滑向量场 n *( 5 ), 使得在 k ^ Q 的点它同 n ⑷或 - n ( S ) 重合，这里 
n (5) 是主法向量.用公式 b * = vxn * 定义 b *( s ), 再用公式 V = kn *, b * = - > oi * 
(其中 v = r ( s )) 定义曲率和挠率％.证明这时弗雷内公式在 fc = 0的点也是 
成立的，不过这时空间曲线的曲率的符号是交错的. 

下列形式的方程之一称为平面曲线的自然 方程： 

1) fc = /c(s), 

2) F ( k , s ) = 0, 

3) k = k ( t)，s = s ( t ). 

如果已知曲线的自然方程，那么曲线的参数表示有形式 

x — J cosa ( s ) ds , y = j sma ( s ) ds y 

其中 a ( s ) = J k ( s ) ds . 

4.21. 建立曲线的自然 方程： 

a) a: = a cos 3 t, y = a sin 3 t: b) y = a: 3 / 2 ; 
c) y = x 2 \ d) y = ln;r; 
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X 

e) y = a cosh — 

Q, 


f) y 


e 


X 


g) x = a ( In tan 六 + cos t ), y = a sint: 

△ 


h) r = a(l + cos if); 

i) x = a(cost + tsint )， y = a(sin t — tcost); 

j) r(^) = (a(t — sini), a(l — cost)). 


4.22. 已知曲线的自然方程，求其参数方程（以下丑= l / fc ) : 

s 2 R 2 

a) R— as; b) — = 1 ； 

c) Rs = a 2 ; d) R = a-\ - ; 

a 

e) R 2 = 2as. 

4.23. 如果 S 是自然参数，那么在什么条件下曲线有下列参数 方程: 


x = s, y = y{s), z = z{s)? 


4.24. 考察往下凸的“反转的”旋轮线 


x(t) = R(t + 7T + sin^) 7 y(t) — R~ R cos t, t E [—7r,7r]. 

这里 t = 0 对应旋轮线的最低点.用 $ 表示自由落体的加速度.在旋轮线上放置 
一个质量为 m 的质点. 证明： 沿旋轮线运动的质点的摆动周期不依赖于其初始 
位置.写出质点到最低点的距离所满足的微分方程. 

4.25. 求平面曲线,其切线同曲线的径向量构成常角 a . 

4.26 •设 p 是径向量起点 O 到曲线7在点 M 的切线的距离，而 Z 是从点 
O 到点 M 的距离（参见图 22). 证明： 

Idl ' 



o 


图22 
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4.27 . 设7是光滑正则闭曲线. 证明： 

I rdk + / xhds = 0 . 

J y J 

4.28. 设平面光滑凸弧 Za 与平面严格凸弧相切，并保持在它的凹的一 
侧.证明在切点处， A 的曲率不小于 L 2 的曲率. 

4.29. 设在曲线 r = r ( s ) 的某个点 r 0 二 r ( s 0 ) 我们有 ： fco = &(卽）一 0, 
k ( s 0 ) ^ 0. 考察在给定曲线的这个点处的密切圆方程 | p-ro - Roi ^ = R 0 , 
Ro = l / k Q . 这里 p 是密切圆的点的径向量.证明密切圆在给定点的邻域里穿越 
曲线，即曲线的对应区间 (SO — e ， S 0) 的参数的小弧和对应区间 (50,50 + 6) 的参 
数的小弧，位于密切圆的不同的侧（参见图 23). 



说明曲线和它的密切圆的切触的阶等于 3. 加在曲线上的条件保证在给定的点切触的 
阶刚好是3,而不会更高. 

4.30. 曲线的某个点满足条件知^ 0, = 0, k Q ^ 0. 证明在这个点的密切 

圆在这个点的充分小的邻域内不穿越曲线（参见图 24). 



4 .31 •设 a 是常向量 a 和曲线的切向量之间的夹角（参见图 25). 建立曲线 
的参数方程,如果已经知道依赖 关系： 
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a ) R = f ( a ), 其中丑是曲线的曲率 半径； b)a = f { R ); 
c) s = /(a), 其中 s 是弧长； d ) a = f ( s ). 



图 25 


4.32. 球面被半径为其半径的一半并且通过球心的圆柱面截得的曲线称为 
维维亚尼曲线（参见图 26). 



图26 维维亚尼曲线 


建立维维亚尼曲线的隐式方程和参数方程.求切线、法平面、副法线、主法 
线、密切平面等的方程.再求弗雷内标架、曲率和挠率. 

4.33. 证明：曲线 

x 2 = 2az, y 2 = 2 bz 


是平面曲线. 

4.34. 证明： 如果在曲线 (7 的某个点 M , 曲率和挠率异于零，则曲线在其近 
于点 M 的部分分别位于密切平面的不同的侧. 

4.35. 证明： 如果曲线的所有密切平面通过同一个点，则曲线的每个双正则 



d 3 

d^ T ' 


§4. 曲线理论 
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4.37. 证明 ( v ， b ， 去 b ) = 弋 其中（.，.，.）表示三个向量的混合积. 

4 . 38 . 计算(去 b »). 

4.39 •证明 去⑦. 

4.40. 证明： 如果曲线的主法向量同向量 e 的方向构成常角，贝 lj 

d ( k 2 k 2 \ 
ds \ k ( d / ds )( x / k ) j ^ H ’ 


反之，如果上述关系满足，则曲线的主法向量同某个向量构成定角.求这个向量. 

4.41. 证明： 如果曲线是双正则的（即对于所有 s 有 fc ⑷/ 0) 并且曲线的 
所有法平面包含向量 e , 则给定的曲线是平面曲线. 

4.42. 证明： 如果不是直线的曲线 7 的所有密切平面包含同一个向量，则曲 
线（在曲线的任意双正则的连通部分）是平面曲线. 

4.43. a ) 如果曲线正则，并且 A : = 0,则它是直线. 

b ) 证明： 如果 b =常值，则曲线是平面曲线.写出这个平面的方程. 

c ) 证明： 如果在曲线的所有点 A : / 0 ,则当且仅当 x 处处为零时，曲线为平 
面曲线. 

d ) 举 一个％ 三 0 的非平面曲线的例子. 

4.44. 证明： 如果曲线的密切平面有同样的倾斜（即它们都垂直于某一个非 
零固定向量 e ) T 则曲线是平面曲线. 

4.45. 对于怎样的函数/⑷，曲线 

a ) r ( t ) = ( eS2e '/ ⑴)； 

b ) r ( i ) = ( acos 亡 ’ asin <，/ ⑴） 

是平面曲线？ 

4.46. 证明下列曲线是平面曲线，并求它所在的 平面： 

a) 呦 = ([^，占1^) ; 

b) r(i) = [ a \ t 2 + b\t - 1 - Ci, 的亡 2 + 62 亡 + C2 ， a ^ t 2 -f b^t H- C3). 

4 _ 47 •设互是曲线 r = r ⑷ 的切向量球面像的长度（参见图 27): 

s = f \ v ( { cj )\ d ( j . 


a ) 证明 ： ^ = k . 

ds 

b ) 求切向量的球面像是正则曲线的充要条件. 

c ) 证明： 对于闭曲线，成立不等式/ 彡 2tt . 
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图27曲线的切向量的球面像 


4.48 .设是曲线 r = r &) 的法向量（相应地，副法向量）球面像的长度. 
证明： 

士 = Vk 2 + > r2 (相应地， | x |). 

as 

球面曲 线一这是这样的曲线 r = r ⑷，存在常向量 m 和实数尺使得 

(r(£) — m, r ⑷ — m) = R 2 . 


4.49. 证明： 如果 r ⑷是用自然参数表示的曲线, A :# 0, x ^ 0,则当且仅当 

h d / dk / ds \ 
k ds \ xk 2 / 1 


r ( s ) 是球面曲线. 

4.50. 设非平面曲线 7 有异于零的常曲率并且％ 一 0. 考察它的曲率中心的 
集合 7*. 证明 7* 的曲率也是常数.求 7* 的挠率. 

设 m 是常向量， r = r ( s ) 是某条曲线， c ( S ) = | r ( s ) - m | 2 , 而 a 是某个正数.称曲线 
v ( s ) 在点 s = so 有中心为 m ， 半径为 a 的 j 阶球面切触，如果 

c(so) = a 2 , c'(so) = c 〃 (so) =…= c ⑴ (so) = 0, c (J+1 )(so) / 0. 

4.51. 如果 A : 一 0,用 v , n ， b ， fc ， ％和它们的导数表示（上面定义的）函数 c ( s ) 
的前三阶导数. 

4.52. 设 r = r ( s ) 是用自然参数表示的曲线，/ 0, x 0, p = 1/ k , a = 
1 / x . 假定 p 2 + { p^f = d = 常数， a > 0. 证明曲线的像位于半径为 a 的球 
面上. 


§5. 黎曼度量 
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4.53. 证明： 曲线 r = r ⑷ 在点 s =邱 有二阶或更高阶的球面切触，当且仅 
当 k(s 0 ) > 0 ,并且球心的径向量由公式 


m = r ( s 0 ) + 


1 

k(s 0 ) 


n(s 0 ) 4 - \b(s 0 ) 


给定,其中 A 是任意数. 

4.54 .设 k(so) 7 ^ 0) M s o ) 7 ^ 0- 证明：曲线 r = r ( s ) 在点 s = sq 有三阶或更 
高阶的球面切触，当且仅当球面的中心由公式 


m = r ( 5 0 ) + 


1 


k(s 0 ) 


Oo) - 


k 2 (s 0 )>c(so) 


b(5 0 ) 


给定，而半径由下式 给定: 


R* = 


1 (dk/ds) 2 
fc 2 + fc 4 x 2 


4.55. 证明： 球面上的任意闭曲线存在一个点，在该点曲线的挠率等于 0. 

4.56. 设光滑正则曲线在点 M 与某个圆周 r 相切，其中心与曲率圆中心位 
于曲线弧的同一条法线上. 证明： 

a) 如果在点 M 的邻域内曲线位于圆周 r 之外（内)，则曲线的曲率半径不 
小（大）于圆周 r 的半径凡 

b ) 如果曲线的曲率半径大（小）于.丑,则在 M 的某邻域内曲线在 r 外（内) . 

c) 如果圆周 r 同曲率圆重合，并且在点 m 曲率半径有局部极大值（极小 
值)，则在 m 的邻域内曲线在圆周 r 之内（外) . 

4.57. 设平面正则光滑简单闭曲线 I ：处处有正曲率.证明 L 整体是凸的.在 
非负曲率的假设之下得到同样的断言. 


4.58. 沿正则曲线运动的质点的速度的大小可以正比于从运动轨迹的起点 
算起的曲线长度吗？ 


§5. 黎曼度量 


5.1. 计算下列曲面的第一基本 形式： 

a) r ( w , v) = (a cos u cos v, a sin u cos v, a sin v) (球面，图 28); 

b) r ( u , v) = (a cos w cos 6 sin u cos csinu) (補球面，图 29); 

c) r(u ， u) = (av cos u, bv sin u, cv) (锥面，图 30); 

d) r(u ， u) 二 (acosu,6sinu T cv) (柱面，图 31). 

5.2. 计算下列曲面的第一基本形式（这里 S 是曲线 p ⑷的自然参数) 
a) r ( s , A ) = p(s) + Ae，e = 常数（柱面，图 32); 
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图30锥面 图31柱面 


b ) r (5, v ) = vp ( s ) (锥面)； 

c ) r ( s , A )= p ( s ) + Ae ( s ) (|e ⑷ | = 1) (直纹面，图 33); 

d ) r ( s , ip ) = p ( s ) + n (5) cos (f + b ( s ) sin ip (管道曲面，图 34); 

e ) r ( u , v ) = ( ip ( v ) cos u , ip ( v ) sin u , ^( v )) (旋转曲面)； 

f ) r ( u , v ) = ((a + 6 cos v ) cos u ,( a-\-b cos v ) sin u , b sin v ) (环面)； 

g ) r ( w , w ) = (u cosv ^ usinv . av ) (正螺旋面)； 

h ) r (5, A ) = p ( s ) + An ⑷ （主法线曲面)； 

i ) r ( S , A ) = p ( 5 ) + Ab ( S ) (副法线曲 面)； 

a cosh - cos ip , a cosh - sin ( p , z ) (悬链面，图 35). 

GL cl ^ 

5.3. 求曲面 

x = asinu cos y = asm u sin z ~ a (In tan ^ + cos u ) 

(贝尔特拉米伪球面）的第一基本形式，其中 W # tt /2, a = 常数（参见图 36). 

5-4. 求曲面 a : = ucosv , y — usinv ^ z = u 2 上的曲线幻 = w+l 和 i ; = 3 — u 
之间的夹角. 
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图33 直纹面 



图34 管道曲面 


5.5. 在坐标为 ( u , v ) 的平面上给定度量心 2 =如 2 + 2 dv 2 . 求曲线 v = 2 u 
和 -2 w 之间的夹角. 

5.6. 在曲面 (u cos tisinu , av ) 上求相交曲线（参见图3 7 ) 

蠡 

ti + u = 0， u — v = 0 


之间的夹角. 

5.7. 在坐标为 ( u , v ) 的平面上，如果度量由矩阵函数 

给定，求曲线 u + 1和 w —2 u + 1之间的夹角. 



• 30 • 


第一部分 


_ 麗 






ai 






图 35 悬链面 


图36贝尔特拉米伪球面 




^9 


a 


m 


图 37 正螺旋面上的两条曲线 


5.8. 验证在坐标为 ( u ^ v ) 的平面上，矩阵值函数 

R 2 /I -\-v 2 —uv 
(1 + u 2 +V 2 ) 2 V -uv 1 + U 2 

给定一个度量.求曲线 u r 的长度. 


5.9. 验证矩阵值函数 


R 2 /I — v 2 uv 

1 — 乜 2 — r 2 I uv 1 — u 2 


在坐标为 ( u ^ v ) 的平面上的单位圆内给定一个度量. 
a ) 在这个度量下,求曲线 - 1 < w < 1 ， u = 0的长度 



b) 在同一个度量下求曲线 5 q : u 2 + i ; 2 = a (a 为常数）的长度.求曲线 
v = ku 与曲线相交成的角. 

5.10. 验证矩阵值函数 

— R 2 /I - v 2 —uv \ 

1 — U 2 — V 2 \ —UV 1 — U 2 ) 


在坐标为 ( u jV ) 的平面上的单位圆内给定一个度量. 

在这个度量下求曲线 - 1 < U < 1， Z ； = 0的 长度； 

5.11. 验证矩阵值函数 

G = 1 (4x 2 + (;r 2 + 2 / 2 ) 4 4xy \ 

(x 2 +y 2 ) 4 、 4xy Ay 2 (x 2 H- y 2 ) 4 ) 

在坐标为 (x ， y) 的平面上给定一个度量.计算曲线 x 2 +y 2 =a 的长度，这里 a 
是某个固定的数.计算这条曲线与曲线 y = kx 相交所成的角. 

5.12. 求正螺旋面 


x = ucosv ^ y = usinv ^ 


av 


上的曲线 u -^2 v = 0^\ Au-v 

5.13. 求曲面 



u (3 w 2 — u 2 — , y = v ^3 u 2 — V 


) ， z = 2 uv 


上坐标曲线之间的夹角. 

5.14. 求曲线的方程，它平分旋转抛物面 


x = ucosv ^ y = usinw , z = —u 


上的坐标曲线之间的夹角（参见图38, 39). 




图38 


图39 旋转抛物面上的曲线 
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5.15. 求曲面 
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x = ucostJ , y — usinv , 2 = a In (u + y / u 2 — a 2 ) 

上与曲 线 r = 常数相交成定角 (9 的曲线（参见图 40). 



图40 斜驶线 


5.16. 求与双曲拋物面即=郎的直母线相交成直角的曲线. 

5.17. 位于球面上与所有经线相交成定角的曲线称为斜驶线(参见图41, 42). 
建立斜驶线的方程.求这条曲线在任意点的弗雷内标架的向量 v,n ， b ， 计算它的 
曲率和挠率. 



图41 球面上的斜驶线 图42球面上的斜驶线 


5.18. 在球面到平面的球极平面投影的极坐标中写出斜驶线方程. 
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5.19. 设曲面的第一基本形式有形式 

ds 2 = du 2 + (u 2 4- a 2 )dv 2 . 


a ) 求由相交曲线 


u = ±- cry 2 ， v = 1 


构成的曲线三角形的 周长； 

b ) 求这个曲线三角形的 内角; 

c ) 计算由相交曲线 


u = 士 ai ;， v = I 


构成的三角形的面积. 

5.20. 给定曲面 r ( w , v) = 求： 

a ) 曲线三角形0 < w < sinht ;, 0 ^ ^ t; 0 (参见图 43) 的面积； 

b ) 这个三角形的 边长； 

c ) 这个三角形的内角. 

5.21. 球面二角形是由两个有公共端点的半大圆构成的图形（参见图 44). 
计算内角为《的球面二角形的面积. 



图 43 正螺旋面上的三角形 图 44 球面上的二角形 


5.22. 圆周围绕它所在平面上的直线旋转得到环面.圆周半径为 r , 圆心到 
直线的距离为 R 、 R > t . 求环面在诱导度量下的面积. 

5.23. 证明： 共形并且保持面积的映射是局部等距的. 

5.24. 在平面上固定一个点.求平面的所有保持这个点不动的共形变换. 
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5.25. 求球面& x 2 + y 2 + 2 2 = l 的变到自己、并保持其定向以及北极和南 
极不动的共形映射的一般形式. 

5.26. 证明下列公式定义的双曲抛物面的形变保持 面积： 




(u 2 — V 2 ) + uv cost. 


5.27. 证明： 局部等距于正螺旋面 


r(u,v) = (usinv,ucosv, av) 


的旋转曲面是悬链面. 

说明 事实上， 更一般 的事实 成立： 在沿经线切开悬链面后，得到的曲面像图45表明的 
那样变形为正螺旋面的部分. 



a b 







图45悬链面变形为正螺旋面 


5.28. 证明： 螺旋曲面（劈锥曲面） 

x = pcosv , y = psinv , z = p-\-v 

可局部等距映射到旋转双曲面 

x = r cos p ， y = r sin p ， z = \/r 2 — 1 ^ 

对应点由以下方程 建立： 


ip = v + arctanp ， r 2 = p 2 + 1. 


5.29. 证明： 螺旋曲面 


x — pcosv^ y = psin<f^ 




第二基本形式，高斯曲率和平均曲率 
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局部等距映射到旋转曲面 

x — r cos y — t sin z = a \/2 ln(r yr 2 — a 2 ). 

5.30. 指出所有螺旋曲面 

x = ucosu , y = wsinv , z = F { u ) + av 

可以局部等距映射到旋转曲面，使得螺旋线的像是其纬线. 

5.31. a ) 证明: ET 的任意等距映射（即使是局部的）由线性映射 Ac +利 
给定. 

b ) 在 a ) 小题的条件下，证明 A 是正交矩阵. 

5.32. 证明： 任意柱面局部等距于平面. 

5.33. 证明： 任意锥面局部等距于平面. 

5.34. 是否存在由方程 x 2 + y 2 = R 2 ,0^ z ^ H 给定的直圆柱面上的区域 
到凸锥面上任意一个区域的等距映射？ 


§6. 第二基本形式，高斯曲率和平均曲率 

在本书中，主曲率的和称为平均曲率® 

6.1. 计算下列曲面的第二基本 形式： 

a ) r ( u , v ) = (R cos u cos v , R cos u sin u , R sin u ) (球面)； 

b ) r ( u ， v ) = (a cos u cos v , a cos u sin v , c sin u ) (旋转補球面)； 

c ) r ( u , v ) = ((a + b cos u ) cost ;, (a + bcosu ) sinv , bsinv ) (环面)； 

d ) r ( u , v ) = cosh — cos v , a cosh — sin u , u j (悬链面)； 

e ) r ( w , u ) = (a sin w cos v , a sin w sinv^a (In tan ■ + cos 

f ) r ( u ， v ) = ( ixcos ?;， wsini ;， tn ;) (正螺旋面)； 

g ) xyz = a 3 . 

6.2. 证明：在平面的任意参数表示下，它的第二基本形式等于零. 

6.3. 证明： 在球面的任意参数表示下，它的第一基本形式正比于其第二基本 


形式. 


6.4. 给定旋转曲面 


r(u, ( f ) = ( x ( u ), p ( u ) cos p ( u ) sin ip ) 


a ) 求第二基本形式 


® 有些书中平均曲率的定义是这里定义的平均曲率的二分之一. 


——译者注 
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b ) 求在曲面的任意点的高斯曲率说明 k 的符号对于经线凸向的依赖 

关系. 

C) 计算在 


p ( u ) = U , 


x ( u ) = 土 (a In 


a + va 2 — u 2 


u 



a > 0 


这个特殊情形（伪球面）下的高斯曲率尺.这个曲面也称为贝尔特拉米曲面. 
证明： 贝尔特拉米曲面局部等距于罗巴切夫斯基平面. 

d ) 求在旋转曲面的任意点的平均曲率丑. 

e ) 在 x ( u ) = u 这一特殊情形下，选择函数 p = p ( u ), 使得在整个曲面上 


H = 0. 

f ) 不计算其第二基本形式而求旋转曲面的主曲率. 


6.5. 证明： 在抛物线围绕其准线旋转得到的曲面上，主曲率之比是常值. 

6.6. 证明： 高斯曲率和平均曲率恒等于零的曲面是平面或平面的一部分. 


6.7. 给定带自然参数的曲线 p = p ( s ), 其曲率= fc ( s ) # 0和挠率 x = 
x ( s ) # 0.设 v = 是此曲线的单位切向量.对于由给定曲线的切线构成的曲 
面，即 


r ( s , u ) = p ( s ) 4- uv ( s ), w > 0, 


求曲率尺和丑. 

6.8. 求以下曲面的高斯曲率和平均 曲率: 


a ) 2 = f { x , y ); b ) z = f ( y / x 2 + t / 2 )- 

6.9. 求由方程 F ( x , y , z ) = 0 给定的曲面的髙斯曲率和平均曲率. 

6.10. 说明曲面 


r ( u ， v ) = ( y / u 2 + a 2 cos y / u 2 + a 2 sin a In (u + y / u 2 + a 2 )) 

是悬链面.求它的第二基本形式. 

6.11. 求曲面 y = xtan - 的主曲率半径. 

6.12. 求以下曲面的主曲率 半径： 


x = cos v — u sin u ， y = sin v + u cost ?， 


6.13. 计算如下螺旋曲面的高斯曲率和平均 曲率: 


z — u^r v . 


x = u cos v , y = u sin v , z = u + v . 


6.14. 计算如下曲面的高斯曲率和平均 曲率: 


x = 3 u -\- 3 uv 


2 


— U 3 , y = V 3 — Sv — 3 u 2 V ^ 


z = 3( u 2 - v 2 ). 
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6.15. 求主曲率和主方向： 

a ) 正螺旋面 (u cos u sin kv )\ 

b ) 悬链面 (a cosh — cos a cosh M sin w ， w ); 

c ) 曲面 2 = xy ， 在点 （1， 1， 1)- 

6.16. 对于曲面 { u 2 + v 2 , u 2 - v 2 , uv ) 在点 P : ( u ， v ) = (1,1) 计算主曲率•求 
在点 P 的沿曲线 u =泸的法截线的曲率. 


中 


6.17 .设 M 3 中的曲面由函数 r ( u , v ) 给定.考察表达式如 2 = 
( u , v ) 是曲面的单位法向量.验证这个表达式是微分也，咖的 


〈 dn ， dn 〉， 其 
:次型.这个 


二次型称为曲面的第三基本形式.用第一和第二基本形式以及高斯曲率和平均 
曲率表75它. 

6.18. 证明极小曲面的球面映射是共形的，并且，反之,如果某个光滑正则球 
面映射是共形的，则这个曲面或是极小曲面，或是球面（球面的一部分). 

6.19. 证明： 在直纹面上，或者处处 K = 0, 或者处处 K <0. 此外，证 明：在 
直纹面上 K = 0, 当且仅当曲面是可展的. 

6.20. 证明： 在不可展直纹面上，当点沿母线趋于无穷远时曲面的高斯曲率 
趋于零. 

6.21. 指出，正螺旋面（习题 6.1 f )) 的平均曲率等于零. 

6.22 . 设 S 是某个给定的曲面.沿曲面 S 的法线同一侧取定长线段，这些 
线段的端点描绘出一个曲面々，即曲面 S 的“平行”曲面（参见图 46). 假定曲 
面5 1 以形式 r = r ( w ， r ) 给定，那么曲面* 9* 由形式 

p = r(tx, v ) an ( u , v ) 

给定,其中 n ( u , r ?) 是 5* 的单位法向量. 



图46 平行曲面 


用曲面 S 的第一和第二基本形式表示曲面义的第一和第二基本形式.证 
明两个曲面的平行性是相互的. 
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6.23. 对于线段的怎样的长度，给定曲面的平行曲面是正则的？ 

6.24. 用曲面 S 的高斯曲率 K 和平均曲率丑表示其“平行曲面” 的高 

斯曲率 

6.25. 用曲面 S 的高斯曲率尺和平均曲率丑表示其“平行曲面” 的平 
均曲率丑*. 

6.26. a ) 证明： 平行的曲面的高斯曲率和平均曲率由下列关系 联系： 

H 2 -AK H * 2 - 4 K * 

~~ ~~ ' 

b ) 假定对于曲面叉比值 H / K = 常数，建立曲面 S 的“平行曲面”义作为 
极小曲面所满足的方程. 

c ) 给定有常平均曲率 i / 的曲面.在它的所有法线上放置长度为1/丑的线 
段. 证明： 用这种方式构造的“平行于”给定曲面的曲面的高斯曲率是常数. 

d ) 在有正的常高斯曲率的曲面的法线上放置长度为 l /^/ K 的线段.证明用 
这种方式构造的曲面的平均曲率是常数.计算这个平均曲率. 

6.27. 证明： 在平行曲面上的沿法线相互对应的点同时是脐点或不是脐点. 

6.28. 证明： 如果闭曲面有非零常平均曲率和正高斯曲率，则它是球面. 

6.29. 证 明：丑 2 彡4欠.什么时候等式成立？ 

6.30. 设^/ 2 是曲面的某个点的正交单位长度的切向量.证明 

H = H ( ei , ei ) + II ( e 2 , e2 )， 

其中 11(-,-) 是曲面的第二基本形式. 

6.31. 在曲面 z = x 2 上求在点 （2,2,4) 沿曲线 y = x 2 /2, z = x 2 的方向的 
法截线的曲率. 

6.32. 在曲面 z = 2 x 2 + 9 y 2 上求在坐标原点沿与 Ox 轴形成 tt /4 角的向量 
的方向的法截线的曲率. 

6.33. 假定两个曲面和 M 2 沿曲线 7 相交设 A : 是7的曲率，\是 7 
在紙上的法曲率，而0是純和 M 2 的法向量的夹角. 证明： 

k 2 sin 2 ^ + A2 — 2A1A2 cos 0. 

6.34. 从椭圆可以投影成圆周这个事实出发，借助默尼耶 ( Meusnier ) 定理和 
欧拉 ( Euler ) 公式求椭圆在它的顶点的曲率. 

6.35. 证明： 在有正高斯曲率的曲面上的曲线的曲率无处为零. 

6.36. 证明： 曲面上的点是圆点的充要条件是 4 K ^ H 2 , 

6.37. 确定环面，椭球面，双曲面，旋转拋物面的点的类型. 
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6.38. 确定下列曲面上的点的 类型： 

a ) z = a 2 x A -h 6 2 y 4 ; b ) 2 = x 4 + y 4 + x 2 y 2 \ c ) y = x 4 . 

6.39. 证明： 如果 R 3 中的曲面的度量表示成等温坐标，即心 2 = 
八 2 (加 2 +咖 2 )，则 Ar =-丑 A 2 n ， 这里 n 是曲面的单位法向量，而 F 是曲面的平 

均曲率. 

6.40. 证明： 如果 M 3 中的曲面是极小曲面，则它的径向量对于等温坐标是 
调和函数. 

6.41. 证明： 如果两个曲面的高斯曲率是常数并且相等，那么它们局部等距. 

6.42. 指出，存在解析地微分同胚的解析曲面,它们不等距，但是在对应点的 
高斯曲率却相等.换句话说，两个曲面在对应点处高斯曲率相等甚至对它们局部 
等距都不是充分的. 

6.43. 求光滑且正则的连通的旋转曲面，它在关于坐标原点的中心对称变换 
下变到自己，并且其高斯曲率是常数 ， K = -1. 

在习题6.44， 6.45, 6.47 中，用 g ij dx i dx j 表示曲面的第一基本形式，而 bi ^ dx 5 表示 
第二基本形式.此外， ( g ij ) 是矩阵 ( gij ) 的逆矩阵.上下都出现的指标表示求和. 

6.44. 满足条件 g kl b ik = 5\ 的曲面是什么曲面？ 

6.45. a ) 证明： 第三基本形式的系数等于 b ik b jl9 kl . 

b ) 证明: g 、 = 丑 2 - 2 X ， 其中 if 是曲面的平均曲率，瓦是其高斯曲率，而 
7^- 是曲面的第三基本形式的系数. 

6.46. 第一和第三基本形式成比例的曲面是什么曲面？ 

6.47. 证明曲面的平均曲率由公式 if = 确定. 

6.48. 设匕，...，、是曲面在分割平面成角 27 r/m 的方向上的法曲率. 证明: 

+ ... + = mH / 2 . 

6.49. 证明： 如果光滑正则曲面是由三族不同的直母线构成的，则它是平面 
或平面上的一个区域. 

6.50. 证明： 如果曲面是由两族不同的直母线构成的，则它是二次曲面. 

6.51. a ) 证明： 如果在脐点的高斯曲率是零，则它必定是平点. 
b ) 证明： 在负高斯曲率的曲面上没有脐点. 

6.52. 证明： 曲面的平均曲率可以看做所有法曲率的积分平均，即 

H =- / k { ip ) d ^ 

^ Jo 


其中 fcM 是从一个主法向算起的方向 W 的法曲率. 
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§7. 流形 

7.1. 证明： IT + 1 中由方程# + # +…+ :^二1给定的 n 维球面 W 是光 
滑流形. 

a ) 构造 图册， 图卡. 

b ) 构造图卡最少的图册. 

c ) 构造图卡最少的图册，要求每个图卡同胚于圆盘. 

d ) 构造图卡最少的图册，要求每个图卡同胚于圆盘，而且任意个数的图卡的 
所有可能的非空交集同胚于圆盘. 

7.2. 证明2维环面: T 2 是光滑流形,了 2 由位于平面 Om 上的和轴 Oz 不相 
交的圆周绕轴03旋转得到. 

a ) 构造图册，图卡. 

b ) 构造图卡最少的图册. 

c ) 构造图卡最少的图册，要求每个图卡同胚于圆盘. 

d ) 构造图卡最少的图册，要求每个图卡同胚于圆盘,而且任意个数的图卡的 
所有可能的非空交集同胚于圆盘. 

7.3. 证明： n 维射影空间 RP n 是光滑的（和实解析的）流形. 

7.4. 证明： n 维复射影空间 CP - 是光滑的（和复解析的）流形. 

7.5. 证明： 

a ) 连续函数 x n+ i = .. , x n ) 的图是光滑流形. 

b ) 光滑函数 x n+x = .. , x n ) 的图是 M n +1 中的光滑子 流形. 

C ) 举出连续函数 x n+1 =/( x 1 ,..., x n ) 的例子，它的图不是 1 ET + 1 中的光滑 
子流形. 

7.6 . 在 R 2 的所有直线的集合上引入光滑流形结构. 证明： 这样得到的流形 
同胚于默比乌斯带. 

7.7. 建立炉和 CP 1 之间的微分同胚. 

7.8. 证明： 公式 



给出和半径为中心为空间 R n 的坐标原点的球的互逆微分同胚. 

7.9. 证明： 球面在切平面上以切点所对的球面的点为极点的球极平面投影， 
除去投影的极点，处处是微分同胚. 

7.10. 证明： 光滑映射的复合的雅可比矩阵是其因子映射的矩阵的乘积. 
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7.11. 证明： 雅可比矩阵的秩不依赖于局部坐标系的选取. 

7.12. 计算下列映射的雅可比矩阵 的秩： 

/: R 2 -> R 2 , f ( x , y ) = ( x ,0). 

7.13. 证明： 从函数在某个图卡的光滑性可以推断出它在任意坐标系中的 
光滑性. 

7.14. 设环面: T 2 c M 3 由圆周绕轴的旋转生成（标准嵌入). 证明： 坐标 
是环面 T 2 上的光滑函数. 

7.15 ■设 T 2 C R 3 标准嵌人至 ！ J M 3 中，函数/: T 2 — 5 2 令每个 peT 2 %i 
应 r 2 在点 p 的单位法向量.用坐标写出映射 /. 证明/是光滑映射. 

7.16. 映射/:炉- > RP ^ 令球面炉上的点 p 对应经过坐标原点和点 p 的 
直线. 证明： /是光滑映射.用坐标写出映射 /. 

7.17. 考察坐标为（之，切)的 R 4 = ( C 2 . 设 M 2 是三维球面>| 2 +卜| 2 = 1和 
圆锥面 | z | =卜|的交集. 

a ) 证明： M 2 微分同胚于环面 r 2 . 

b ) 证明： M 2 上的诱导度量局部是欧几里得度量. 

C ) 证明：由不等式 | z | < | w | 或|2：| > | W ；| 分割成的三维球面|2：| 2 +卜| 2 = 1 
的每一部分微分同胚于实心环，即# X D 2 . 

7.18 . 在 M 5 中考察由公式 

xy yz xz x 2 — y 2 x 2 + y 2 — 2 z 2 

给出的二维曲面，其中 x 2 y 2 z 2 = 1, 它称为韦罗内塞 （ Veronese ) 曲面.证 
明： 韦罗内塞曲面是 RP 2 到 M 5 的光滑嵌入. 

7.19. 证 明：群 50(2) 微分同胚于圆周.什么样的流形微分同胚于 0(2)? 

7.20. 证 明：群 50(3) 同胚于射影空间 RP 3 . 构造微分同胚. 

7.21. 证明： 50(3) 是所有三阶方阵的空间 M 9 的光滑子流形. 

7-22. 证明： {( x u ..., x n ) eC n : =0, Ehl 2 = 2} 是单位半径的球面 

上的单位切向量的集合. 

7.23. 证 明：沪 的单位切向量的集合同胚于 50(3). 构造微分同胚. 

7.24 . 把 50(3) 看做满足条件 


an +1 ai2 ai3 

辽21 022 + 1 ^23 

^31 CL 32 如3 + 1 


的矩阵4 = ( aij ) 的子集.证明这个子集微分同胚于 RP 2 . 
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7.25. 证明： 方程4 +xl + 4 = 0 在 CP 2 中给出微分同胚于炉的子流形. 

7.26. 证 明：群 SU (2 ) 微分同胚于球面 

7.27. 证 明：群 GL ( n , R ), GL ( n , C ) 是光滑流形. 

7.28 . 群 0( n ) 可以看做 IT 2 的子空间.证明 O ( n ) 位于半径为^的球面 


5 712 ' 1 


上. 


7.29. 考察“复圆周” X ={{ z u z 2 ) GC 2 : zl + zl = \). 证明空间 X 同胚于 
无界柱面. 


7.30. 求群 50(3) 在点 



2 


1 0、 

-1 \/3 0 

、0 0 2 少 


的切空间. 

7.31. 求球面 x 2 + y 2 + z 2 = 1 在点 (-1/^,1/\/2,0) 的切向量 （ V ^，\/^，2) 
的坐标： 

a ) 在球面坐标中； 

b ) 在球极平面投影的坐标中. 

7.32. 求位于平面 


x + 2 y — 3 z = 0 

上的单位球面的大圆的任意切向量的 坐标： 

a ) 在球面坐 标中； 

b ) 在球极平面投影的坐标中. 

7.33. 对于带仿射图卡的投影平面 MP 2 , 求曲线 r (0 = (cosi : sini : t ) 当 
t = ir / A 时的速度向量的坐标. 

7.34. 证 明：舻 中的两个坐标轴的并集不是流形. 

7.35. 平面上的下列曲线是光滑流形吗？ 

a ) 三角形； 

b ) 有一个顶点作为唯一的公共点的两个三角形. 

7.36. R 2 中的正方形边界和 8 字形是否是光滑子流形？ 

7.37. a ) 证明： 当 n / m 时 R n 和不微分同胚. 
b ) 证明： 不同维的光滑流形不微分同胚. 

7.38. 举出光滑同胚不是微分同胚的例子. 

7.39. 举出非豪斯多夫流形的例子. 

对于流形上的两个光滑结构（两个光滑图册)，如果其中一个图册的每一个图卡与另一个 
图册中的所有图卡相容，并且反之亦然，则称这两个光滑结构（两个光滑图册）是相容的. 
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7.40. 举出带两个不相容的光滑结构的流形的例子. 

7.41. 证明： 流形上的两个光滑结构相容，当且仅当对于这些光滑结构的光 
滑函数的空间重合. 

7.42. 考察 R 1 上的下列映射 仰： M 1 — R 1 ， 外 ( x ) = x 2 k ~\ 其中 / c 是正整 
数. 证明： 每个 fc 都给出妒上的定义域同整个 R 1 重合的图卡.证明这些图卡 
两两不相容.特别地，这意味着，由图卡仰给定的图册当《一 A ; 时，与图册 
Ai 不相容.似乎由此导出在 R 1 上存在两两不等价的光滑结构的无穷集合.其实 
并非如此， 证明： 所有流形 ( R \ A k ) 两两微分同胚. 

7.43. 证明： 任意光滑流形有这样的图册，其每个图卡同胚于欧几里得空间. 

7.44. 指出，在平面 R 2 上，可以引进光滑二维流形结构，使得集合 y = x 2 
不是光滑一维子流形. 

7.45. 证明： 光滑流形的乘积是光滑流形，并且投影是光滑正则映射. 

7.46. 证明： n 维复流形是 2 n 维的光滑实可定向流形. 

7.47. 证明： 光滑流形的边界是光滑的 n - 1维流形.同时，可以取流 
形的图卡在其边界上的限制构成流形的边界的图册. 证明： 边界是可定向流形， 
这不依赖于 M n 是否可定向. 

7.48. 证明：圆周，二维球面，环面是可定向流形. 

7.49. 检验下列流形是否可 定向： a ) 球面 b ) 环面: T 1 . 

7.50. 证明： 默比乌斯带，射影平面，克莱因瓶是不可定向的流形. 

7.51. 构造默比乌斯带到三维欧几里得空间的这样的浸人，它的边界圆周标 
准地嵌入二维欧几里得空间. 

7.52. 证明： 当且仅当自身不含默比乌斯带时二维流形是可定向的. 

7.53. 证明： 默比乌斯带不同胚于线段和圆周的直积. 

7.54. 证明： 当且仅当两个流形是可定向的时,其乘积是可定向的. 

7.55. 证明任意光滑流形上的黎曼度量的存在性 定理： a ) 借助单位 分解； b ) 
借助惠特尼 ( Whitney ) 定理. 

7.56. 设 k N — M 是浸人而 p 是 M 上的黎曼度量. 证明： r 卩是 TV 上 
的黎曼度量.为什么不是对于任意的光滑映射 i 相应的断言都成立？ 

7.57. a ) 证明： 两个指环面像图47那样粘合构成的曲面同胚于去掉一个圆 
盘的环面. 

b ) 证明： 两个默比乌斯带像图48那样粘合构成的曲面同胚于带洞的默比乌 
斯带,或带两个洞的射影 平面. 

c ) 证 明：图 49中的曲面同胚于有洞的环面. 

d ) 证 明：图 50中的曲面同胚于有洞的克莱因瓶. 

e ) 证 明：图 51中的曲面同胚于有洞的克莱因瓶. 
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RP 2 \(D 2 UD 2 ) = fi\D 2 



图 50 


f ) 图 52 中的曲面同胚于什么？ 

g ) 图 53 中的曲面同胚于什么？ 

7.58. 证明： 撕去了气嘴部分的自行车轮胎（带孔的环面）可以把里面翻到 
外面. 

7.59. 用两个平行平面截 R 3 中的标准旋转环面，使得夹在它们之间的部分 
同胚于如图 54 所示的带边界的曲面.证明这个曲面同胚于带两个洞的环面. 

7.60. 证 明：图 55 中的曲面同胚于带两个洞的克莱因瓶. 

7.61. 证明： 粘合上柄的平面同胚于粘合在一起的两个指环面（参见图 56). 





























7.62. 证 明：图 57 中的三个曲面中有两个同胚于带三个洞的射影平面，另 
一个同胚于带两个洞的克莱因瓶. 

7.63. 在环面上做切口，以便得到图58中的曲面. 

7.64. 考察 M 3 中的两个曲面，其上画有图59所示的曲线.是否可以借助 M 3 
里的曲面的没有自己交叉和破裂的光滑变形（同痕)，使得一个曲面变到另一个, 
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图56 



RP 2 \(D 2 UD 2 UD 2 ) 



RP 2 \(D 2 UD 2 UD 2 ) 



KL\(D 2 UD 2 ) 


图 57 



图 58 

并且画在一个曲面上的曲线变到另一个曲面上的曲线. 

7.65. 考察舻中的两个曲面，每个上画有图60所示的两条曲线.是否可以 
借助 R 3 里的曲面的没有自己交叉和破裂的光滑变形（同痕),使得一个曲面变到 
另一个，并且画在一个曲面上的曲线变到另一个曲面上的曲线. 

7.66. 考察“拓扑学生”，即带两个柄的球面. 











§7. 流形 


• 47 ♦ 


匕 ， ■* 、 ^ 〆〆 " ^ 


\ 


图59 


- - --^ 2" 〆〆 " ^ 


, b 


a • 6 


图60 


) 拓扑学生可以通过光滑同痕解开其手吗（参见图 61)? 




图61 


b ) 在一个柄上套上一个圆周（腕上戴上表）的条件下的同样问题,参见图 62. 

7.67. 说明，直线到带笛卡儿坐标 ( x , y ) 的平面的映射是否是嵌人或浸入， 
如果： 

、&、 2-ht 2 ^ 2t + t 2 - " ,i 、 t 2 /•、 t 2 -hi 

a ) • 兩’洲 = TT ^ ； b) 啪 = 印，吣) = W 

7.68. 说明，在带笛卡儿坐标 Or ， y ， 2 ) 的 IR 3 中的由下列方程给定的集合是 
否是光滑子 流形： 
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a ) x 2 (z - 1) + y 2 z = 0; b ) z ( x 2 + y 2 ) n = y 2n . 

7.69. 说明，在带笛卡儿坐标 （ x ， y ) 的 R 2 中的由下列方程给定的集合是否 
是光滑子 流形： 

a ) x 4 + y 4 ~ Sxy 2 : b ) or 6 + 18 a: 3 y — y 3 = 0. 

7.70. 考察带球极平面投影坐标 ( x lV ) 的二维球面 S 2 . 如果集合 M 由下列 
方程给定，其闭包 M 是否是炉上的光滑子流形： 

a ) y 2 - x 3 -\- 2 x 2 — :r = 0; b ) y 3 - x 3 + y — 2 rr = 0; 

c ) ( x 2 - y 2 ) 2 - 2 x = 0; d ) ( x 2 - y 2 )(x - y ) + 1 = 0; 

e ) (2 x -h y) 2 {x + y ) — rc = 0. 


§8. 张量 


8.1. 确定下列张量 的型: 


b ) Ti 


在函数 / 的梯度为零 的点; 


c ) 77 是向量空间的线性算子的矩阵的 分量； 

d ) 是向量空间上的双线性型的矩阵的分量. 

8.2 .设 


fo , 如果 i / j ， 
\ l , 如果 i = 
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说明 0 组成型为 （1,1) 的张量.还说明，在每个坐标系中由公式 

心 =[， i = j, 

( o 5 

给定的数心的集合不是（0, 2 )型的张量. 

8 . 3 •设 { f } 是（ 2 , 0) 型的 张量. 证明满足条件 c j r) jk = si 的数収组成 
(0, 2) 型的张量. 

8.4. 设矩阵 ( gij ( x )) 是在某个坐标系 ; r = ( x 1 ,... , x n ) 中的正定的非退化的 
对称矩阵. 证明： 它的所有这些性质对于任意正则变量变换保持不变. 

8.5. 举例说明上下指标的转换这个运算不是张量运算. 

8 .6. 说明： 令张量 T ； l ；2 对应由公式 

DjV.-J+qr + l — 十 1 

给出的数的集合的运算不是张量运算. 

8 . 7 •设 1 C 是所有 ( m , n ) 型张量的空间_ 说明： 如果/: — %是张量 

空间的线性映射，那么映射的分量组成张量.确定它的型. 

8 .8. 确定空间的维数. 

8.9. 指出，任何 （2, 0) 型的张量可唯一分解为对称和反称张量之和.举例说 
明对于 （3, 0) 型张量这个断言不成立. 

8 .10. 证明： 交错算子和对称算子是在张量空间的投影. 证明： 如果 n > 2, 
这些算子的和不等于 1. 举出属于交错和对称算子的核的张量（对于 n > 2) 的 
例子. 

8 .11. 证明： 指标置换的运算同交错运算和对称运算可交换. 

8 .12. 证明： 对于型为 （0， fc ) 的任意张量，这里 A > 1,交错和对*称（任意次 
序的）运算的复合给出零张量. 

8.13. 设空间 V 的维数是 n . 确定反称张量的空间 A k V 的维数. 

8.14. 设空间 V 的维数是 n . 确定对称张量的空间 S k V 的维数. 

8.15. 写出秩为0, 1，2, 3, 4的所有不变张量.这里张量称为不变的，如果它 
的分量对于任何坐标变换都是不变的. 

8.16. 证明：舻中的混合积和向量积分别给出型为（0, 3 )和 (1,2) 的张量. 
在任意基下写出它们的分量.指出，这些张量的分量由指标的下降运算和上升运 
算相联系. 

8.17. 用算子的）的特征多项式的系数表示 detc , 4, « 4 cH 等等 • 

8.18. 把线性算子的行列式表示为施行一系列初等张量运算的结果. 
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8.19. 设给定数沪••〜的集合. 证明： 如果对于固定的 A 数 


( q < p ) 

的集合对于张量 Til ... iq 的任意选取都是张量，则也是张量. 

8.20.设~是张量，并且在某个坐标系中满足方程= 0 (<2和 
b 是数)，那么这个方程在任意其他坐标系中也成立.此外，如果％ # 0,则或者 
a = 6,或者 a = — b . 

8 J 1, 设恥是矩阵张量. 证明： 如果张量 知巧和 gijQi 是对称的,则在缩 
并上指标后，张量 PQ + QP 是对称的，而 - QP 是反称的. 

8.22 . 设/是带度量阳的黎曼流形 M 上的光滑函数， 证明： 分量由等式 

i ij 

V = 9 d^I 

给定的向量场 v = grad / 垂直于函数 / 的等位面. 

8.23 . 设#是流形 M 上的（1， 1) 型的张量场.证明公式 

7V(X, Y) = A 2 [X,Y] - ^[^X,Y]- ^[X,AY]4 - [AX, AY] 


确定 （1,2) 型的张量场 A ^， 其中 X，Y 是 M 上的向量场. 

如果给定算子则可定义下列 算子： 


A ® k ： 

A ® k A : 


y®fc _^ y®fe 

/^ k y 

s® k v —^ s® k . 


8.24. 由 yl 在 n 维空间 V 中的特征多项式的系数求 trAM . 

8.25. 用算子 A 的迹和行列式表量 tr ^4 < S > A , tr ^4® fc , detA (8) A . 


8.26. 证明： 对于？ e A p { V ), u ; G A X ( V ), 等式《八 


0 成立，当且仅当对 


于某个7? G A 卜丄⑺有 ^ — uj At]. 

8.27. 证明： 如果张量关于前两个指标对称，而关于后两个指标反对称, 
则它等于零. 

8.28. 证明： 如果叫是对称张量，而矽是反称张量，则= 0. 


在以下的习题里，向量 ei 组成空间 V 的基，而 d 组成对偶空间 P 的基，即 ^(9) = 0. 

8.29. 求张量 e2 0 e 1 + (ei + 3 e 3) ® e 2 在二元组 e 1 + e 2 + e 3 , ei + 5 e 2 + 4 e 3 
的值. 

8.30. 求张量 
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(e 1 0 e 2 十 e 2 0 e 3 + e 2 0 e 2 ) 0 (e 1 0 e 1 0 (e 1 — e 3 )) 

-(e 1 (g) e 1 (g) (e 1 - e 3 )) 0 (e 1 (g) e 2 + e 2 0 e 3 + e 2 ® e 2 ) 

在兀素组 ei，ei + e 2， e 2 + e 3, e 2 ， e 2 的值. 

8.31. (2,3) 型张量: T 在基 （ ei ， e 2 ， e 3 ) 下的所有坐标都是 1. 求这个张量在 
基 

( 12 3、 

0 12 

0 01 / 

下的坐标 T ^ 3 . 

8.32. 求 坐标： 

a) 张量 ei ⑭ e 1 0 e 2 + e 2 ⑭ e 1 0 e 2 在基 

(e 1 ,e 2 ) = (e 1 ,e 2 )Q ^ 


下的坐标 f 2 \. 

b ) 张量 e 3 ( g ) ei ( g ) e 2 ® e 1 -h ex ( g ) e2 ® e 3 ® e 3 在基 

’10 0、 

(ei,e 2 ,e 3 ) = (ei,e 2 ,e 3 ) 2 10 

V 3 21 J 


下的坐标 f 3 \ 2 . 

8.33. 求张量的坐标： 
a ) (ei + e 2 ) ® ( e x - e 2 ); 


b) (ei + 2^2) 0 (ei + e2) — (ei + e2) 0 (ei + 2e2)_ 

8.34. 求张量的 缩并： 

a) (ei + 3e2 — e 3 ) 0 (e 1 — 2e 3 + 3e 4 ) — (ei + e 3 ) (g> (e 1 - 3e 3 + e 4 )； 

b) ei 0 (e 1 + e 2 + e 3 + 3e 4 ) + e 2 0 (e 1 + 2e 2 + 3e 3 +4e 4 ) + 2e 3 ⑭ (e 1 - e 2 — e 4 ). 

8.35. 把由 e 3 0 e 1 给定的线性算子作用到向量 e ! + e 2 + e 3 + e 4 上. 

8.36. 张量 （ 6l + e 2 ) 0 (2 d - e 3 ) 给定线性算子 A 哪个张量给定算子 A 2 ? 

8.37. 由矩阵 

/2 1 0 0\ 
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给定数量积 • 上升和下降张量的 指标： 

a ) e 3 0 e 1 + e 4 (8) e 2 ; 

b ) ( e 3 + e 4 ) 0 ( e 1 + e 2 ) - e 3 O ( e 1 + e 3 ); 

c ) T x - = S 2 i + S 4j . 


§9. 向量场 


91 - 证明：在流形的点 P 的切向量的三种定义的等 价性： 

a ) (1， 0) 型的张量； 

b ) 在点 P 的光滑函数的 微分； 

c ) 在点 P 相切的曲线的类. 

9 . 2 .求函数/在点 _ P 沿向量$的方向导数： 

a ) /= \/ x 2 + y 2 -^ z 2 : P = (1,1,1), ^ = (2,1,0); 

b ) / = x2 V + ^ 2 -2 ； P=(l,l, —1), 《 =(1 ， -2,4): 

c ) / = xe ^ + ye x - z 2 - P = (3,0, 2), 《 = (1， 1， 1); 

d) / H € = (3,4). 

9 - 3 - 求函数 / = l/『，r = 沿它的梯度方向的导数. 

9 4 - 求函数/ = 沿它的梯度方向的导数. 

9 - 5 -设▽是 M 3 中的向量微分算子，它的分量表示是 ▽ = 
证明： 

a) gradF = VF; b) divX = (V,X )； c) rotX = ▽ x X 

9.6. 证明公式 

div (uX) = u ■ divX + (X, grad u ), 

其中 X 是向量场，而 u 是 R 3 中的函数. 

9.7. 证明公式 




rot ( wX ) = u * rot X — X x gradu . 


9.8. 证明向量 X = u grad v 正交于 rotX . 

9.9. 证明： 


a ) div ( rotX ) = 0; 

b ) rot rot X = graddivX - AX , 其中 △= 
9-10. 设 X = (: c ， y ，2). 证明： 


d 2 d 2 , d 2 


a ) divX = 3; b ) rotX = 0; 
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c ) div |xp =°； d ) rot pql =°5 e ) sradM = ~p^3' 

求这样的函数使得 X = grady ?. 

9.11. 说明，作为光滑函数的微分算子，向量场的换位子是向量场. 

9.12. 考察 IT 内的向量场\^4,它在3：取值 Ac ， 这里災是某个 n 阶方阵. 
这样的向量场称为线性的.证明 [ V ^, V B ] = - V ^ iS ] . 这里 [ A , B ] = AB ~ BA 
是矩阵的换位子. 

9.13 . 设 M 是一个流形， 7 V 是它的子流形. 证明： 对于 M 上的任意向量场 
X 和 Y , 等式 [ X , Y]| n = [ X | n , YU ] 成立.这里 Xk 表示向量场 X 在子流形 
iV 上的限制. 

9.14. 计算 S 3 ( a: 2 + y 2 + z 2 -\- w 2 = 1) 上的两个向量场的换位子，在点 
( x , y , z , w ) € 5 3 , 一 个等于（仏 -: r , 扣, - z ), 而另一个等于 （ z , 切, - rc ， - y ). 

9.15 . 设外是对应向量场$的单参数微分同胚群. 证明： 

9.16 . 设 fry 是向量场,/， 5 是光滑函数.证明公式 

[/ 《，列 ]= - gvif)^ + 

9.17 . 设4, r ? 是向量场，而 糾水 是它们对应的单参数变换群. 证明： 如果 
[€，# = 0 ,则变换 糾同咖 可交换. 

9.18. 构造下列平面向量场的积分 轨道： 

、亡 d d d d 

a) ^ = ^ +2/ V b ) 卜％ — %; 

\ a d d d d 

cH = X d^~ y ^ d)^ = (x + 2/ )- +2/ -； 

、 d d .. ^ 2 d 2 d 

eH = { x ~ y ) di + X dy ^ fH = X di +V ^ 

9.19 . 设 $ 是二维环面 T 2 的角坐标中的常向量场.说明在场$的坐标的怎 
样的条件下，其积分轨道是闭曲线？ 

9.20. 推广上题到环面： T n 的情形.即设《=以， ...， f ) 是环面 r n 上的角 
坐标中的常向量场. 证明： 任意轨道的闭包同胚于环面: T ' 这里 A : 是在有理数 
域上线性无关的数的个数. 

9.21. 对于给定的向量场 Y , 是否可以给出这样的（1，1)型的张量场 A (算 
子的张量场)，使得对于所有向量场 X 等式 A ( X ) = [ Y , X ] 成立？ 
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§10. 联络和平行移动 

10.1. 证明下列断言. 

a ) 如果和 7 $是某两个联络的系数，那么 al % +崎 也是某个联络的 
系数.这里 a 和/3是光滑函数，并且 a + /3 = 1. 

b ) 如果系数为和％.的联络有同样的测地线，则系数为 altj +/? 7 §的 
联络也与它们有同样的测地线.这里 a 和/3是光滑函数，并且 a + /? = 1. 

c ) 两个联络▽和 V 的系数的差 - f ^组成（ I ， 2 )型张量，并且任意（ I , 2 ) 
型张量可以表示成这种形式.如果把 (1,2) 型张量加到联络的系数上，则得到联 
络的系数. 

10.2. 证明： 克罗内克记号0的张量场对于任何联络沿任意曲线平行. 

10.3. 证明： 张量场沿曲线的共变导数仅依赖于联络和场在此曲线上的值. 
换句话说，如果仅在曲线的点上给出张量场，还是可以计算这个张量场沿曲线速 
度向量的共变导数. 

10.4. 证明： 对于同时沿给定曲线平行移动的几个张量，由它们经过张量的 
代数运算得到的张量也平行移动. 

10.5. 设/: M — AT 是黎曼流形间的等 距， 〆 = /( x ), x G M , x f e M , . 
分别给 M 和，配备联络. 证明： 微分 d / : TAf — TM ( 分别与 M 和 M ' 上的 
平行移动 t 和 〆 可交换. 

10.6. 给黎曼流形配备相应的对称的黎曼联络. 证明： 共变微分运算同指标 
的上升和下降的运算可交换. 

10.7. 给定向量场，其向量有相同的长度.设流形配备了对称的黎曼联络. 
证明： 这个向量场在任意方向的共变导数垂直于向量场. 

10.8. 设 iV 是 M 中的光滑子流形， 7 是 7 V 上的光滑曲线^是沿曲线 7 与 
7 V 相切的向量场.证明公式 


= pr(V-y^), 


其中▽和$分别是流形 M 和 iV 上的对称黎曼联络 (认为 N 上配备了诱导度 
量)，而 pr 是在 iV 的切空间上的正交投影. 

10.9. 证明： 如果两个子流形 

a ) 在一个欧几里得空间中； 

b ) 在一个黎曼流形中， 

沿某条曲线相切，那么向量沿这条曲线在一个子流形中和另一个子流形中平行 
移动的结果重合（参见图 63). 
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图63 


10.10. 给定度量为阳的曲面.按定义令 

▽(#» = g 13 V i<pv jip. 

证明曲面上的曲线 p = const 和0 = const 之间的角0由以下等式 确定： 

y/VifV^p 

10.11. 给定配备了联络 ▽ 的流形 M 和它的子流形 iV . 证明下列条件的 
等 价性： 

a ) 切于 iV 的向量沿位于 AT 上的曲线平行移动的结果得到切于 iV 的 向量： 

b ) 对于切于 TV 的任意向量场 X 和 Y ， V X Y 同样切于 TV . 

10.12. 在极坐标系中计算平面的欧几里得度量的克里斯托费尔符号. 

10.13. 计算以下度量的克里斯托费尔 符号： 


ds 2 = X(u,v)(du 2 4 - dv 2 ). 


10.14. 如果度量由下列形式给出，明确计算球面上的克里斯托费尔符号: 


a) ds 2 

b) ds 2 


d6 2 H- sin 2 6dip 
4(dx 7 H- dy 2 ) 


c) ds 2 


4 (dr 2 + r 2 d(f 2 ) 


(l+x 2 + y 2 ) 2 ， （ l+r 2)2 

10.15. 如果度量由下列形式给出，明确计算罗巴切夫斯基平面上的克里斯 
托费尔 符号： 

dx 2 + dy 2 ,、，9 4(rfx 2 4- dy 2 ) 


a) ds 


c) ds 


2 


y 2 ' 

4(dr 2 + r 2 d^p 2 ) 
~( 1 -r 2 ) 2 ~~ 


b) ds 2 


(l-^-y 2 ) 2 ' 
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10.16. 明确计算 R 3 中球面坐标系中的克里斯托费尔符号. 

10.17. 计算用以下形式给出的旋转曲面的克里斯托费尔 符号: 


r ( u ^ v ) = ( f ( u ) cos f ( u ) sin g ( u )). 

10.18. 计算用以下形式给岀的贝尔特拉米伪球面的克里斯托费尔符号 

sin u cos v , a sin u sin u , a (lntan ■ + cosw )). 

10.19. 求以下度量的克里斯托费尔 符号： 


ds 2 = du 2 + sinh 2 udv 2 . 


10.20. 求悬链面上的克里斯托费尔 符号： 

{ x ( u , v ), y ( u , v ), z ( u , v )) = (a cosh — cos w , a cosh — sin v , u 

\ a a 

10.21. 求正螺旋面的克里斯托费尔 符号： 


( x ( u , v ), y ( u , ?;), z ( u , v )) = (u cosz ;, usinv , hv ). 

10.22. 计算 M 3 中的直圆柱面上的切向量在沿闭曲线平行移动后旋转怎样 
的角.其结果依赖于曲线的形状吗？ 

10.23. 计算 R 3 中的直圆锥面上的切向量在沿闭曲线平行移动后旋转怎样 
的角.建立对于曲线的形状的依赖性. 

10.24. 以显式写出并且解出带度量心 2 = d 9 2 + sin 2 6 dip 2 的球面上的平行 
移动的方程： 

a ) 沿曲线 0 = Oq = const , 即讳线； 

b ) 沿曲线 (p = (p 0 = const , 即经线. 

10.25. 说明球面上的切向量沿纬线平行移动后转动怎样的角. 

10.26. 考察带标准度量的球面沪.设向量 X 和 Y 分别在点 P 和切于 
S 2 , 并且 11 X 11 = || Y ||. 证明•.在炉上存在端点为 P 和 Q 的光滑正则曲线,使得 
向量 X 沿此曲线平行移动后得到向量 Y . 

10.27. 在旋转曲面上切向量沿纬线平行移动.求向量在开始和结束位置之 
间的夹角. 

10.28. a ) 证明： 当沿旋转曲面的经线平行移动时，切于纬线的向量移动的 
结果在周围的欧几里得空间中将平行于出发的向量（图 64). 

b ) 在旋转曲面上切于经线的向量的平行移动必沿这条经线. 

10.29. 切于正螺旋面 

{u cos - u , usinu , hv ) 
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图64 


的向量沿螺旋线 


(acosy^asinVy hv)^ a = const 5 0 彡 u < 2 丌 

的一转平行移动.求出发和终结的向量之间（空间中）的夹角. 

10.30. 以显式写出并且解出在以上半平面为模型的罗巴切夫斯基平面上的 
平行移动的 方程： 


a ) 沿曲线 x = xo = const ; 

b ) 沿曲线 y = yo = const . 

10.31. 计算切于球面的向量沿闭曲线 7 平行移动后转动怎样的角，如果 

a ) 7 是 讳线； 

b ) 7 由两条经线和赤道的夹在它们之间的部分 组成； 

c ) 7 由两条经线和纬线的夹在它们之间的部分组成. 

10.32. 求下列沿坐标曲线 r = const 和 p = const 在极坐标系中给定的向 
量场的共变 导数： 


vi = (cosA-fSinp) ， v 2 = (0 ， 1) ， v 3 = (r, 1). 

所有计算在极坐标系中进行. 

10.33. 在平面上给定极坐标 r ， p 求向量 vq = «巧）沿曲线 r = 2从点 
W = 0 到点 p = tt/2 的平行移动.所有计算在极坐标系中进行. 
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10.34. a ) 写出并且解出对于度量心 2 = dO 2 + sinh 2 Od ^ p 2 向量沿曲线0 = 
const 的平行移动的方程. 

b ) 计算向量对于度量办 2 =洲 2 + sinh 2 叫 2 沿曲线0 = const 在一次平行 
移动下转动的角. 

10.35. 求向量沿一曲面上的空间曲线的平行移动，该曲面由下列曲线 组成: 

a ) 这条曲线的 切线； 

b ) 这条曲线的 法线； 

c ) 这条曲线的副法线. 

10.36. 求确立单位半径的球面的切向量沿闭曲线 7 平行移动后转动的角 a 
和曲线7所围区域的面积 S 之间的依赖关系的公式. 

10.37. 求确立罗巴切夫斯基平面的切向量沿闭曲线 7 平行移动后转动的角 
a 和曲线 7 所围区域的面积 S 之间的依赖关系的公式. 

10.38. 求圆周上的所有联络.对于圆周上的任意联络建立平行移动的公式. 

10.39. 在带坐标 w 1 〆 的平面上求仿射联络，使得向量场$ = ( e "\ l ), 
V = (0, e " 2 ) 对于它是共变常值的. 

10.40. 算子 △/ = V'Vi/ 称为拉普拉斯-贝尔特拉米算子，其中 ▽ 是对称 
黎曼联络， 守= 9 气. 求旋转曲面上这个算子的显式公式. 

10.41. 考察带相应的对称黎曼联络的黎曼流形.定义函数/的梯度为向量 

场 grad / = 而定义向量场的散度 divv 为向量场 v 的共变导数的卷积 

(它是（1，1)型的 )： divv = 

a ) 证明： 在欧几里得空间中，这样定义的梯度和散度跟通常的一致. 

b ) 证明： 在黎曼流形上，拉普拉斯算子 divgrad /同拉普拉斯-贝尔特拉米 
算子 A / —致. 

10.42. 设在配备了无挠仿射联络的流形上给定了两个共变常向量场.证明 
它们互相交换. 

10.43. 证明下列等式（其中 5 = det (^)): 

1 <9 沒 

a) ^ = 

h) ^ Ti = 7 lij ^ T ^ 

C ) * A (v ^) + rt ， ； 

d) 如果 = _ 火六，贝 lj ViA^ = -^^- {y/gA^). 

10.44. 在平面上给定两个线性无关的带零换位子的向量场. 证明： 存在唯 
一的联络，使得对于这个联络这两个向量场是共变常值的.说明它是否是对称的. 
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举出非交换向量场的反例. 

10.45. 在坐标为 （ a: ， y) 的 K 2 中求区域，使得在该区域内下列向量场线性 
无关： 

a ) u = v = (1,0); 

b ) u = (cos x , sin re ), v = (_ sinx ， cosx ); 

c ) u =(■，*)，V = ( U )， 其中 r = y / x 2 - hy 2 . 

求联络的系数，使得对于该联络这些向量场是共变常值的. 

10.46. 考察坐标为 : rW 3 的空间 1R 3 . 求 M 3 中的区域，使得在该区域内 
下列向量场线性无关： 

u = (1,0,0), v = (0,1,0), w = ( O ,^ 1 ,!). 

求联络的系数，使得对于该联络这些向量场是共变常值的. 

§11. 二维曲面上的测地线 

11 .1. 证明： 欧几里得空间 M 3 中二维曲面上的测地线由下列性质之一完全 
刻画 特征： 

a ) 在曲率异于零的各个点，曲面的法线是曲线的主 法线； 

b ) 在曲线的每个点，它的测地曲率等于零； 

c ) 在曲线的每个点，它的曲率等于沿这条曲线切线方向的法曲率的绝对值. 

11 .2. 设曲面上有一条直线.证明这条直线是曲面上的测地线. 

11.3. 舻 中的两个曲面沿 曲线〗 相切. 证明：如果/ 在一个曲面上是测地线， 
则在另一个曲面上也是测地线. 

11.4. 设两个曲面沿曲线 Z 横截地相交， 并且/ 在每个曲面上是测地线. 
证明这条曲线是直线. 

11.5. 设在 1R 3 中的曲面上运动的质点可沿曲面自由运动.若使质点运动起 
来， 证明： 质点将沿测地线运动. 

11 .6. R 3 中的曲面上放着无重量的线，这条线不能离开曲面，不过可以在 
它上面自由滑动. 证明： 如果在曲面的两个点之间把线拉紧，那么线沿测地线伸 
展（假定只有张力和曲面的反作用力作用在线上). 

11.7. 证明： R 3 中曲面 r = r ( u t v ) 上的曲线 w = u ( s ), v = v ( s ) 的测地曲率 
可以按公式 

计算，其中 m 是曲面的单位法向量. 
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11.8. a ) 证明： R 3 中曲面 r = r ( u ， v ) 上的测地线 u = u ( s ), v = v ( s ) 的微分 

方程可以表示成形式 ( m ， 去 r , ^ r ) = 0,其中 rn 是曲面的单位法向量. 

b ) 由此导出，过曲面上的每个点沿每个方向恰好在曲面上引一条测地线. 

11.9. 证明： 向量沿黎曼流形上的测地线平行移动时，向量和测地线的切线 
之间的角保持常值. 

11.10. 证明直线并且仅直线是平面上的测地线. 

11 .11. 设二维曲面 M 的坐标是克里斯托费尔符号是求坐标曲 
线是 M 上的测地线的条件. 

11.12. 证明： 对于任意联络▽，存在无挠且具有相同测地线的联络纹 

11.13. 证明： 旋转曲面的经线是测地线. 

11.14. 证明： 旋转曲面的纬线是测地线，当且仅当在该纬线的各个点，经线 
的切线平行于旋转轴. 

11.15. 求二维球面的测地线. 

11. 16 . 求 R 3 中的柱面的测地线（参见习题 5.2 a )). 

11.17. 证明： 在柱面（不必是直圆柱面）的每个点仅有一条闭测地线穿过. 

11.18. 求圆锥面 x 2 + y 2 = z 2 的测地线. 

11.19 . 求舻中任意锥面的测地线（参见习题 5.2 b )). 

11.20. 证明： 在展开角 a < 7 T 的（无边界的）无穷圆锥上，从母线的一个 

给定的点出发的唯一的自交的测地线与这条母线相交的角是(参见图 65). 
求这条测地线与自己的交角.如果则在这样的圆锥上没有自交的测地线. 



图65 

11.21. 证明： 第一基本形式为 

ds 2 = v ( du 2 + dv 2 ) 
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的曲面的测地线是带笛卡儿坐标的平面上的抛物线. 

11.22. 求正螺旋面 


r ( w , v ) = (u cos v , wsin w , hv ) 

的测地线. 

11.23. 证明： 第一基本形式为 

ds 2 = ( p ( u ) 十 ip ( v )) ( du 2 + dv 2 ) 

的（刘维尔）曲面上的测地线由方程 


+ a yj ^{ v ) 

定义，其中 a 是任意常数. 

11.24. a ) 把旋转曲面 


cos u ， ^p(u) sin u ， ^(u)) 

的度量化成习题 11-23 中给出的形式. 
b ) 求旋转曲面上的测地线. 

11.25. 证明： 在度量为 

ds 2 = ( u 2 + cost ; + 2 )( du 2 4- dv 2 ) 

的曲面上，曲线〃 = 7 T 是测地线. 

11.26. 证明： 在旋转曲面 


r ( t , ( f ) = ( x ( t ) cos if , x ( t ) sin f ， z ( t )) 

上可以选择经线的参数 r ⑷，使得曲面的第一基本形式有形式心 2 = p ( r ) (V + 
dr 2 ). 说明 〆 t ) 是曲面上的点 （ T #) 到旋转轴的距离.写出测地线 （ t ⑷^⑷) 
的方程. 

11.27. 克莱罗 定理.证明旋转曲面的纬线的测地曲率半径（测地曲率的倒 
数）等于经线的切线夹在切点和曲面的轴之间的线段（见图 66). 

11.28. (克莱罗定理的另一个形式） 证明： 在旋转曲面上，沿每条测地线，纬 
线半径与测地线和经线夹角的正弦的乘积是常值（见图 67). 

11.29. 证明： 如果旋转曲面上的测地线跟所有遇到的纬线交成定角，则它 
是经线，或纬线，或曲面是直圆柱面. 
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11.30. 证明： 旋转曲面 

16 a 2 ( x 2 -1- y 2 ) = z 2 ( 2 a 2 — z 2 ) 

上的所有测地线是闭曲线.在柱坐标系 { r ^ z ) 中这个曲面的参数表示是 

a / . u u \ 

r = — cos w , z = a (sin — — cos —J , cp = v . 

11.31. 举旋转曲面的例子，在该曲面上存在闭测地线，既不是经线，也不是 
纬线.旋转曲面还应该异于球面和上一个习题的曲面. 

我们注意到，事实上,具有异于讳线和经线的测地线的曲面的例子并非 个别: 
许多旋转曲面具有这个性质. 

11.32. 举出没有闭测地线的旋转曲面的例子. 

11.33. “观察者”在无穷远处，即视线互相平行，那么他所看到的椭球面的 
轮廓是否是它上面的测地线？ 

11.34. 考察黎曼流形上的从某个固定点 O 引出的一束测地线.即在点 O 沿 
每个方向引出测地线.在每条测地线上标出沿这条测地线与点 O 同样距离开的 
点.所得到的点的集合称为半径为只的测地球面.证明测地球面正交于测地半 
径，即上述束中的所有测地线. 

11.35. 求螺旋线 


的测地曲率: 


r ( t ) = (a cos a sin / it ) 
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a ) 在正螺旋面 ( x ( ii , v ) ) y ( u , t ;), 2 ( u , i ;)) = ( ucosv . usinv . hv ) _ t ; 

b ) 在圆柱面 { x { u , v ), y { u , v ), z ( u ^ v )) — (a cos?;，a sin z ;， w ) 上. 

11.36. 计算曲线 w = sinhtJ , 0 ^ v ^ Vo 在正螺旋面 

x = wcosv , y = usinu , z = v 


上的测地曲率. 

11.37. 在度量为 ds 2 = dw 2 H - cosh 2 udv 2 的曲面上求曲线 i ; = In coshtx 的测 
地曲率. 

11.38. 证明： 如果曲面上的单参数曲线族的曲线是这样的，族内任意两条 
曲线间的正交轨线的弧长彼此相等,那么正交轨线是测地线. 

11.39. 证明： 沿向量 du • r u + dv • r v 的方向的测地线的挠率％由下述公式 
给出： 

( LF - ME ) du 2 4- {LG — NE)dudv + ( MG - NF ) dv 2 
— 乂： (EG - F 2 ){ Edu 2 + 2 Fdudv + Gdv 2 ) . 

11.40. 确定旋转曲面 

( f ( u ) cosv ， f ( u ) sin v , u ) 

的纬线和经线的测地曲率. 

11.41. 求度量为办 2 = Edu 2 + Gdv 2 的曲面的坐标曲线的测地曲率. 

11.42. 设曲面由曲率为 fc ⑷ 的曲线的切线组成.在切线上的切点两侧放置 
长度为 Z 的线段.确定切线曲面上这些线段的端点组成的曲线的测地曲率. 

11.43. 证明： 在任意紧致黎曼流形上，任意两个充分靠近的点可以用测地 
线连结,并且有唯一的具有最小长度的测地线. 

11.44. 证明： 与黎曼流形的某个等距变换的不动点集合的连通分支重合的 
光滑曲线是测地线. 

11.45. a ) 在平面度量中写出环面 T 2 的测地线. 

b ) 证明： 由粘合顶点为 {(0,0), (2,0), (1,0),(2,1)} 的矩形与顶点为 {(0,0), 
(2,0), (1,1), (3,1)} 的平行四边形得到的环面不等距. 

c ) 考察单位面积的和有公共底边的平行四边形.说明在什么情形下，由粘合 
这样的平行四边形得到的环面是等距的. 

d ) 写出环面： T 2 上的所有平面度量. 

11.46. 证明： 在带罗巴切夫斯基度量（庞加莱模型）的开圆盘上，测地线是 
圆盘的直径，或跟圆盘边界交成直角的圆弧. 

11.47. 证明： 在带罗巴切夫斯基度量的上半平面上，测地线是竖直半直线 
和垂直于绝对形的圆弧，这里绝对形即横轴. 
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ds 2 = e 2 X ^ u ' v ' w \ du 2 + dv 2 + dw 2 ) 

的黎曼度量，使得曲线= const 和 w = const 是测地线（使用这些曲线的适当 
参数表示). 

11.49. 举出下列度量的 例子： 

a ) 使得欧几里得平面非测地完备的 度量； 

b ) 使得开圆盘测地完备的度量. 

11.50. 给定常高斯曲率的曲面.求一个公式，使其建立起曲面的切向量沿 
闭曲线7平行移动后的旋转角 a 和由曲线 7 围成的区域的面积 *5 之间的联系. 

11.51. a ) 求带闭准线的无穷柱面上的所有闭测地线. 

b ) 对于给定的两个点，求连结它们的最短线. 

c ) 在什么情形下任意测地弧是其端点之间的最短线？ 

11.52. 研究圆锥面上的最短线与顶点的展开角之间的关系.是否存在经过 
顶点的最短线？ 

11.53. 设闭曲面是带圆盘底面的直圆锥面.这个曲面有奇线，即其锥面和 
平面底面连接处的圆周.针对两个给定点的位置，写出连结这两个点的最 短线: 
两个点都在圆锥的侧 面上; 两个点都在底 面上； 一 个在侧面上， 一 个在底面上. 

11.54. 写出立方体表面和四面体表面上的连结两个点的最短线.探讨它对 
于点在曲面上的位置的依赖性. 

考察黎曼流形 M 的点尸.对于向量 v e 7> Af ， 用 7 v ⑴表示这样的测地线， 7 v (0) = P , 
并且 7^(0) = v . 对于使 7 v ⑴有定义的 v G T P M y 用公式 expp ( v ) = 7 v ⑴定义测地指 
数映射. 

11.55. a ) 证明： 映射 exp P 给定空间 T P ( M ) 的零元的某个邻域 V 和点 P 
在 M 内的某个邻域 t / 之间的一个微分同胚.这样一来， exp P 确定邻域 UCM 
内的某个坐标系，称为 法坐标系. 

b ) 指出，在中心在点 P 的法坐标下，度量矩阵是单位矩阵，而克里斯托费尔 
符号在点 P 等于零. 

c ) 考察标准二维球面上的法坐标系.法坐标系的最大定义域形状怎样. 

§12. 曲率张量 

12.1. 计算带任意度量的一维流形的曲率张量. 

12.2. 计算下列黎曼流形的数量 曲率： 
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a ) M 3 中半径为丑的球面 S 2 ; 

b ) 作为旋转曲面（见习题 6.1 b )) 嵌人到 R 3 中的环面: T 2 ; 

c ) 由方程 | z | 2 + | u ;| 2 = 1和 ㈤ =|切|给定的嵌人到 R 4 = C 2 ( z ， iy ) 中的环面 
T 2 ; 

d ) 罗巴切夫斯基平面（见习题 3.2 和 3.3); 

e ) M 3 中的直圆锥面； 

f ) M 3 中的圆 柱面； 

g ) IR n +1 中半径为丑的球面 5^. 

h ) 贝尔特拉米曲面（见习题 6.4 c )). 

12.3. 证明： 二维流形的黎曼度量是局部欧几里得度量，当且仅当它的曲率 
张量恒等于零. 

12.4. 在球面坐标中计算球面炉的曲率张量. 

12-5 •设 ds 2 = X ( x , y )( dx 2 -^ dy 2 ). 用函数 X ( x , y ) 及其导数以显式表示这个 
度量的数量曲率. 

12 .6. 设 M 是 HT (n > 2) 中的流形.设 : c G M , 而 P 是 T X M 的二维子空 
间.用公式 

(7(尸）= { i ?( ei , e 2 ) e 2 , ei ) 

定义数 a { P \ 其中 ei ， e 2 是平面 P 内的标准正交基. 

数 cy { P ) 称为曲面 M 在二维平面 P 的方向 截面曲率， 或者说，在二维方向 
P 的截面曲率. 

a ) 证明： a { P ) 不依赖于 P 的标准正交系. 

b ) 证明： 如果 n = 2,则截面曲率 a ( P ) 与曲面 M 2 在点: c 的高斯曲率一致. 

c ) 设 P 是 T X M 的二维子空间.证明公式 

^{ P ) = R ( V ), 

其中 R ( V ) 是二维曲面 V 的高斯曲率，而 V 由这样的测地线组成，它在点 x 的 
切向量在平面 P 内. 

12.7 . 设沪是带诱导度量的 n 维球面 # + •..+ xl + 1 = r 2 . 

a ) 证明： 球面的曲率张量按公式 

i ?( X , Y)Z = l (( Y 5 Z〉X — 〈 X ， Z ) Y ) 

计算，其中 X ， Y ， Z 是球面的切向量. 

b ) 证明： 球面 W 的截面曲率是常值，对于所有 X ， a ( P ) = 1/ r 2 . 
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c) 证明： 度量 


ds 2 = 


4 

l + K ( y ? + ..，+^) 2 


(办？ + … + dy \) 


有常截面曲率. 

12.8. a) 求度量为心 2 =如 2 + G ( u ， v ) dv 2 的曲面的克里斯托费尔符号. 
b ) 求具有下列度量的曲面的高斯 曲率： 

ds 2 = du 2 4 - G ( u ， v ) dv 2 . 

12.9. 求具有下列度量的曲面的高斯 曲率： 


ds 2 = du 2 + 2 cos tu ( u , v)dudv 4 - dv 2 . 


12.10. a) 证明： 对于二维曲面，里奇张量正比于度量张量.求比例系数. 
b ) 证明： 在三维流形上等式 


只 Imnk 


Qln^mk — 9lk^mn — QmnRlk Qmk^lr}. — ^ ^.9lnQmk — QlkQmn)^ 


成立,其中用 m 是里奇张量，而丑是数量曲率. 


12 .11. 证明 等式: 


a) V* {Rij - - Rgij 、 



b ) 对于二维流形，_ R 9ij = o . 

12 .12 .设 ▽ 是关于标准欧几里得度量的] R 3 的典范联络.考虑新的算子 


V X Y = VxY+ixx Y. 

证明这是联络.求它的挠率张量和曲率张量. 

12.13 .设 M 是配备了联络的流形， a : 是 M 的一个固定点.设 <3 = {-1 < 
< 1} 是正方形， X ， Y,Z € T X M . 再设/: Q — M 是这样的光滑映射， 
/(0,0)=工， df ( d / du ) = X , df ( d / dv ) = Y . 对于⑷ < 1，考虑沿道路^:— 
— — t)^x 的平行移动 t . 证明： 


12.14. 求下列度量的曲率张量的分量 R 1212: 

a) ds 2 = du 2 + u 2 dv 2 : 

b ) ds 2 = du 2 — u 2 dv 2 ; 
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c ) ds 2 = a 2 ( d 9 2 -h cos 2 9 d ( f 2 ), a = const . 

12.15. 满足关系 = X ( x ) 9 ij 的黎曼流形称为爱因斯坦空间， 证明： 

a ) 对于爱因斯坦空间，等式 A ⑷ = R ( x)/n 成立，其中丑是数量曲率，而 n 
是流形的 维数； 

b ) 任意二维流形是爱因斯坦空间. 

12.16. 证明： 当 n > 2时，爱因斯坦空间的数量曲率是常值. 

12.17. 黎曼流形上的爱因斯坦张量由公式 

门 D R 

Gij = Rij — ^9 ij 

定义.证明 VfcGf = 0,其中 G ? = g kl Gu . 

12.18. 证明： 如果在 n 维流形上有 n 个共变常值的在每个点线性无关的向 
量场，则它有零曲率张量. 

12.19. 设维数 n > 2的流形在每个点的截面曲率是常值的，即不依赖于二 
维方向.这样的流形通常称为 常曲率 空间. 证明： 在常曲率空间中，截面曲率 K 

和数量曲率丑由关系 K = — ^―相联系. 

n(n — 1) 

12.20. 证明： 常曲率空间是爱因斯坦空间.由习题 12.16 得到，在常曲率空 
间中，当 n > 2时，数量曲率是常值，并且截面曲率既不依赖于点，也不依赖于二 
维方向. 

12 .21. 证明： 在常曲率空间中，任何对称非退化的共变常值 （0,2) 型张量的 
形式是 a " = Xgij , X = const . 

12.22. 证明： 在度量为 


ds 2 = 2 du 1 du 4 + ( u 4 ) 2 ( du 2 ) 2 + 2 du 2 du 3 

的四维流形上，曲率张量是共变常值的，而里奇张量是零. 

12.23. 证明： 如果黎曼流形的曲率张量是共变常值的，并且流形的维数大 
于2,则空间有常曲率. 

12.24. 证 明：在 中的二维曲面上，曲率张量的分量可表示成形式 

Rijki — K〈gugjk — 9ik9ji)j 


其中 K 是高斯曲率. 

12.25. 证明： 在某个坐标系中，克里斯托费尔符号等于零，当且仅当联络的 
挠率张量和曲率张量靖#恒等于零. 
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§13. 微分形式和德拉姆上同调 

在这一节中，称张量 


vi A • - A v p = (- l) a v a ⑴ (g> … <8) v <T ( p ) 

<T^Sp 

为向量 vi,...,v p e V 的外积，这里 dimV = 71, 心是 p 个元素的置换群，而（一 1 广是置 
换 a 的符号 . 

按照这个定义，外形式 e 1 A … A e n 在向量组 Vi ， … ， v n 的值等于张在 Vi,... ， v n 上 
的平行多面体的体积 . 这里。 ^... ，以是 ^/ 的对偶空间广的一组基 . 


有 


13.1. 证明： 如果向量 v 1? ..., v p GK 线性相关，则对于任意形式 T e AP { V *) 

T(vi,...,v p ) =0. 


13.2. 证明： 如果形式 ^ u ..., if p eV * 线性相关，则 A A ... A 外 = 0. 

13.3. a ) 在极坐标系中写出线性形式 u ; = f ( x 2 + y 2 )(xdx H - ydy ). 

b ) 在极坐标系中写出 a ; = y / x 2 -\- y 2 dx A dy . 

c ) 在球面坐标系中写出形式 a ; = rrda : + yd # + 2 心. 

d) 在球面坐标系中写出形式 


xdy Adz-\- ydz Adx-\- zdx A dy 
(x 2 + y 2 + z 2 ) 3 / 2 ' 

e ) 在柱面坐标系中写出前一小题中的形式. 

f) 在球面坐标系中写出形式 uj — dx Ady A dz. 

13.4. 设映射 p R 4 -^ E 4 由公式 

y 1 — X 1 - X 2 X 3 X 4 J y 2 = x 2 ~ x 1 x 3 x 4 , 
y 3 = x 3 — x 1 x 2 x A , y 4 = x 4 — x x x 2 x 3 

给定，计算形式 心 ，如果 

a) cj = y 1 dy 1 H- y 2 dy 2 H- y 3 dy 3 -(- y 4 dy 4 ' 

b) a; = dy 1 A dy 2 + dy 3 A dy 4 ; 

c) u; = dy 1 A dy 2 A dy 3 A dy 4 . 

13.5. 设映射 p M 2 \ {0} ~^ R 2 \ {0} 由公式 

\y/x 2 -hy 2 >Jx 2 H- y 2 J 


给定,计算形式如果 
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a ) u ; = xdx + ydy ; b ) u = xdy - ydx ; 

c ) oj = ( x 2 — y 2 )dy — 2 xydx . 

13.6. 设映射 R n \ {0} — IT \ {0} 由公式 


给定，其中 X = ( O ： 1 ，…，: c n ). 对于形式 

71 

UJ = y ^ j (- l ) k ^ 1 x k dx 1 八…八 A • • - A dx n , 

k —1 


求 并且证明 d ( ip * Lj ) = 0. 


13.7, 设 w = 


xdy — ydx 
x 2 + y 2 


求 心 如果映射^由下列公式 给定: 


a ) ( p ： ( x , y ) ( e x cosy , e x sin y )] 


b) ip: (x,y) i—>■ (cosh y cosx, — sinhy sin a;); 

c) cp: (x,y) ^ (x 2 -y 2 ,2xy). 

13.8. 设 # 1 ， •.. ， Wn € V *; V ； L ，..., v n G y . 证明: 


(^l A... At^Kvh.-^Vn) 二 det (朽 (Vj)). 


13.9. 证明： 在局部坐标为 （ x 1 ，...，，)， 由函数叫的集合给定黎曼度量的 
定向流形上，形如 y / det ( gij ) dx 1 A ... Adx n 的表达式是微分形式，可以确切地定 
义在整个流形上.这个形式称为体积形式. 

13.10. 证晛微分形式的外微分运算可以表示成对于流形上任意对称联络 
的共变梯度运算和交错运算的复合. 

13.11. 计算下列微分形式的外 微分： 


a ) z 2 dx Ady -( z 2 + 2 y)dx A dz \ 


b ) lSxdx + y 2 dy + xyzdz ; 


c ) (x + 2 y 3 )(^dz Adx-\r -dy A dx ); 


d ) ( xdxydy )/( x 2 -\- y 2 )\ 

e ) {ydx - xdy ) / { x 2 + y 2 ); 

f ) f { x 2 + y 2 ){xdx + ydy )\ 

g ) fdg , 其中 / 和 p 是光滑 函数; 

h ) /( gix 1 ,.. ., x n )) dg ( x l ,.. ^ x n ). 


13.12. 证明嘉当公式 


(^)(X,Y) =X(o;(Y)) - Y(u;(X)) -^([X,Y]), 
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其中 W 是一次微分 形式; X ， Y 是向量场.如果外积由公式 

Vi A ■ ■ • A v p = ^ ^ 2 卜 1 ,%⑴八…八 v CT ( p) 

p ' aes p 

定义，嘉当公式怎样改变？ 

13.13. 证明前一个习题的下列推广（也称为嘉当公 式)： 

a ) 如果 u ; 是2次形式，则 

da ;( X , Y , Z ) = Xlj ( Y , Z ) - Yu ;( X , Z ) + Zu ;( X , Y ) 

b ) 如果 o ; 是 p 次形式，则 

p+1 

cL ;( Xi ，... ， X p + i ) = l ) t +1 X ^ a ;( Xi ) …， Xi , …， Xp _|_ i ) 

1=1 

+ J 2 (— i ) 许 ^([ U 儿 叉卜…，:^，…，^，…，#". 

设 a； 是 p 次微分形式.对于向量场 X, 用 i x a; 表示 （p - 1) 次微分形式，它在 Xu ... , 
X p _! 的值是 

， • ， • ， i ) = w ( X >， X ^ i ，-， . ， Xp 一 i ). 

形式 ixuJ 称为形式 w 和场 X 的内积. 

13.14. 设 a ; 是 p 次形式，而 X Q ，...， X p 是向量场.证明 


(2.x 。 (X1 ， . •. ， Xp) + (d^Xo^)(^i ， .. • ， Xp) 

^^0 W (^^1 ， . * . ， - ^ ， • ■ • ， [^^0 ， *^" i ] ， * . •，^ ^ p ) 


13.15 .设 X 是向量场，而 _ 和 a ; 2 是微分形式.证明 


zx(^i A a ； 2) = (^x^i) A a；2 + (― l) r a?i 八 ix^2) 

其中 r * 是形式的次. 

设在向量空间 IT 1 中给定数量积.引进以下两个运算.第一个运算，令每个向量 X 对 
应线性型 a ; = K ( X ), 使得 ( X , Y ) = K ( X )( Y ). 第二个运算，令每个半线性反对称的 p 
次形式 u ; 以下列方式对应 （n - p ) 次形式 *( w ). 设 0 ；：,...,^ 是线性形式的标准正交基, 
^ 八…八 W ip ， 则 *( 0 ；) 二 （一1 广 /ajji A • • • A u ? j n _ p , 这里 a 是置换 

/l ” pp+l … n \ 

V^l jl …. jn 一 pJ 
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的奇偶性 . 这个运算通常称为 “ 星运算 ”. 

我们注意到，第一个运算就是熟知的空间 V 和空间之间的线性 同构； 而第二个运算 
建立了 p 次外形式和 （n - p) 次外形式之间的同构 . 

13.16. 假定] R 3 的度量为 ds 2 = Aidx 2 + A2 办 2 + X ^ dz 2 , 这里是光滑函 

数，以显式写出对于在 IR 3 中给定的 fc - 形式斤= 0，1,2,3)实施运算 * 的结果. 

13.17. 证明： *(* T ) = (- i ) k ( n - k) Ti 

13.18. 证明： 在空间 R 3 中，对于向量场下列公式 成立： 

a) grad F = V~ l (dF)' b) divX = *d*l/(X); 

c) TOtX = V ^ 1 *dV{X). 

13.19. 考察带欧几里得度量的 1 R 3 . 证明2次形式 V{X 1 )AV(X 2 ) 在向量 
对 Y : 和 Y 2 的值可以用下述公式 计算： 


V(X 1 )Ay(X 2 )(Y 1 ,Y 2 ) =det((X i ,Y J )). 


13.20. 说明，格林公式，斯托克斯公式和高斯-奥斯特格拉茨基公式都是微 
分形式的一般斯托克斯公式的特殊情形. 


13.21. 导出在由曲面 S 包围的体积 V 上的积分 公式: 



((pA'ip + (grades,grad ip))dV = 





da; 


b ) /// - ^ a <p) dV = JJ 

V E 

其中 d/dn 是沿 s 的外法向导数. 

13.22. 在球面坐标系中求函数的 梯度： 

a ) u ( r , 9, ip ) = r 2 cos b ) u ( r , 6, < p ) = 3 r 2 sin 0 e r cos <p — r ; 

c ) u ( r ， G ， ip ) = cos 0/ r 2 . 

13.23. 证明： 


divv = 沃|/ + In 

Vl^l 

13.24. 计算平面上向量场的 散度： a ) 在极坐标 系中； b ) 在椭圆坐标 系中; 
c ) 在拋物坐标系中（见习题 1.1, 1.2, 1.3). 

13.25. 计算三维空间中向量场的 散度： 在球面坐标 系中； 在柱面坐标系中. 

13.26. 求从一个坐标卡过渡到另一个时联络形式 

= r l jk du 3 

的变换规律.我们注意，联络形式一般说来不构成整体定义的微分形式. 
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13.27. 设在流形 M 上给定了联络.此时在每个坐标系中定义 1- 形式7 = 

a ) 证明： 2-形式办在这个流形上确切定义，即不依赖于坐标系的选取. 

b ) 证明： 当作雅可比行列式为 J 的坐标变换时,对于形式7要加上 d ( lnJ ). 

c ) 证明： 对于黎曼联络， 



din y det(^j). 


13.28 .设是度量为的黎曼流形， 证明： 体积形式 


yjdet ( gij ) dx 1 


八…八 dx n 


关于上的黎曼联络的共变导数等于零. 

13.29 . 设 F 是带光滑边界的三维区域 W 内的向量场, n 是的单 
位法向量. 证明： 

I ( divF)dxdydz = j 〈 n ， F 〉 da ， 

Jw Jaw 

其中如是上的面积元素，而 ( n , F ) 是数量积. 

13.30. 在前一个习题的条件下 证明： 

/ 〈 rotF , n)da = / (fidxi + f 2 dx 2 + fsdx 3 ), 

Js JdS 

其中， S 是带光滑边界狀的光滑曲面,而 F = ( A ,/ 2l / 3 ). 

13.31. 从斯托克斯公式导出柯西关于留数的定理. 

13.32. 设 p 和 g 是变量2 1 ， ... ， 2 n 的多项式； fc , Z 是实数.设存在这样的微 
分形式扣，使得 dp Aw = pdz , dw = Idz , dq Aw = kqdz , 证明 d { p ~ k ~ l qw ) — 0. 
这里 dz = dz l A -- Adz n . 

13.33. 设 a ; = A dx ^ 是流形上非退化的 2 -形式，#是其逆张量，即 

a kl u; u = 51 证明下列两个条件 等价： 

a ) 形式 w 是 闭的； 

b ) 由张量，给定的光滑函数空间上的运算 


{f.9} = a kl 


df dg 
dx k dx l 


满足雅可比恒等式. 

13.34. 设 Xi ，…, X n 是 n 维流形上的线性无关向量场， u ; 1 ，... 是其对 
偶 1- 形式，即 o /( X 7 ) = Jj . 证明公式 

dw k = -\A 
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其中光滑函数4由 [ X ^ X ,-] = 4 x k 定义. 

13.35. 证明： 如果在流形上存在最高次的非退化形式，则流形是可定向的. 

13.36. 设 o ; = ujijdx 1 A dx ^ 是流形 M 上非退化的2-形式.证明流形 M 的 
维数是偶数，并且下列公式 成立： 


u A • ■ • Aoj = 



士 + V det ( cjij ) dx 


八… A dx 2n . 


其中 dimM = 2 n . 

13.37. 设在流形上存在非退化的2-形式，证明流形是可定向的. 

13.38 . 设0，^是球面上的标准坐标.下列微分形式是否在这个球面上是光 
滑的： 


dO , dip , cos 0 d 6^ sin 9 d 9^ cos 6 d ( p ^ sin Odip , d 9 A d ( f ? 

在什么情形下可以对于这些形式使用斯托克斯公式？ 

13.39 . 设 Q 是微分 p 形式, u ； 是不等于零的微分 1- 形式. 证明： Q 可表示 
成形式 = 9 Au , 当且仅当 A a ; = 0. 

13.40. 设在流形 M 上给定了非退化的2-形式.证 明：在 M 上存在 (1,1) 
型的张量场 J ， 满足条件 J 2 =-五，即 44 = - 也.这样的场称为 M 上的 
殆复结构. 

13.41. 指出，有界形式 

xdy — ydx 

U) ― —- - 

在任何中心在原点的锥面上是闭形式. 

13.42. 计算形式 = x 2 dyAdz -\- y 2 dzAdx -\- z 2 dx A dy 在曲面 rc = u 十 v，y = 
u — V， z = uv 上的积分，其中（以，幻）属于区域 D = {—1 < u < 1, — 1 < u < 1}. 
认为坐标系是正定向的. 

13.43. 在柱面和球面坐标系中写出 M 3 - {0} 中的外微分形式： 

0 xdy Adz -ydz A dx zdx A dy 

= ( x 2 +y 2 + z 2)3/2 • 


一 光滑曲面相互单值并且光滑地从坐标原点投影到单位球面上， 证明： 这个形式 
在该曲面上的积分等于投影的面积. 

13.44. 考虑形式 

xdy — ydx 


计算‘和/ UJ - 由此推出形式0；是闭的，但在 M 2 \ {0} 中不是恰当微分. 

J x 2 + y 2 = l 
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_ xdy hdz ^ ydz A dx + zdx A dy 

( x 2 + y 2 + ^2)3/2 

计算指出在半空间 2 >0 中存在形式0，使得洲 =w . 指出在舻\{ 0 }中 
不存在 1- 形式|9, 使得 M = UJ . 

13.46. 证明： 流形 M 的有界闭（恰当）形式是子流形 TV c M 的闭（恰当) 
形式. 

13.47. 证明： H °( R ) =艮而当 i # 0时， H ^ R ) = 0. 

13-48. 计算任意光滑流形的0维德拉姆上同调群. 

13.49. 指出，]上的任意 n 阶形式是恰当的. 

13.50. 庞加莱引理. 证明： 

/ T ( K n+1 ) = H % R n ). 

证明可以依照下列方案进行.设 i : IR n ^ E n x R 1 由公式 i ： x ^ ( x ，0) 给定， 
而 p : IR n x IR 1 — > R n 由公式 p : ( x ,£) i -> x 给定.因为 poi = \ \ R n — R n ， 故 
P ^ oi * = 1： H ^ W 1 ) H *( R n ). 如果指出 p * oi *： / T ( IR n+1 ) — 也是 

恒等映射，就将导出 iT ( M n ) — / r ( IT +1 ) 和 r : ^*( M n+1 ) H *( R n ) 是互 
逆的同构.用下列方式定义映射 5*: nP ( R n x IR 1 ) ^ ^^( W 1 x IR 1 ). 形式 a ； e 
nP ( R n xR l ) 唯一地表示成和的形式0； = 0；! + a ；2, 其中 W 中不出现也，而 a ; 2 中 

出现出 ， a ; 2 有形式也，其中 hW - iOET ). ♦ J l f { x , t ) dt . 

a ) 证明 ：（ 必— Sd ) u ; = (- Ip - V 其中 p 是形式 u ; 的次. 

b ) 证明： 映射 

l - p m oi *： n *( M n x IR 1 ) Q *( R n x R l ) 

把闭形式转换为恰当 形式. 由此导出 p * oi *： H *( R n x IR 1 ) ^ i /*( R n x R 1 ) 是恒 
等映射. ^ 

1 3 . 5 1 . 设 A : x x [0, i ]- y 是光滑映射，而 u ； 是 y 上的微分形式， d ^ = o . 
证明 对于义 上的适当的形式0有 

foH - m ^) = dn . 

1 3 . 52 . 证明： 如果 }: X 是同伦等价，即存在映射 f : K — ' 使得 

/。分〜记匕且分。/〜 id x , 则/' H *( Y ) H *( X ) 是同构. 

1 3 . 53 . 证明： 如果流形 X 是可缩的，那么对于任何闭形式 w (S 卩 do ; = 0) 方 
程= 0；可解. 
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13.54. 证明： 光滑闭 n 维定向流形的 n 维上同调群是非平凡的. 

13.55 . 设 M 是闭紧致辛流形，即在 M 上存在非退化闭2-形式 a ; = uj^A 
dxL 证明： 流形 M 的第二个上同调群非平凡. 

13.56. 设 M = U M 2 是两个维数相同的流形的非连通的和. 证明： 对于 

所有 p 有直和分解 HP { M ) = ^(MJe HP { M 2 ). 

13.57. 设 M = U M 2 , 其中奶和 M 2 是开子流形，并且純 n M 2 微分 
同胚于 ST . 证明： 对于 p > 0, 有 HP ( M ) = i / P ( Mi )© Hp ( M 2 ). 

13.58. a ) 证明： * x E - 上的闭形式 o ； 是恰当的，当且仅当对于某个 
teR m , 形式 u ； 在 M n x •[蚪上的限制是恰当形式. 

b ) 举出这样的流形 M 71 和微分形式 u € QP { M n x R m ) 的例子，对于所有 
teR m , u ;^ M n x { t } 上的限制是闭的，但形式 a ; 自身不是闭的. 

13.59. a ) 证明： 形式 we MGS 1 ) 是恰当的，当且仅当/ a ; 二 0. 

Js l 

b ) 证明 ：形式 werrp ") 是恰当的，当且仅当/ u ； = o . 

JS n 

13.60. 证明： 形式/ o ； 给出同构 H n { S n ) = R . 

JS n 

13.61. 计算 W 的上同调群. 

13.62. 计算下列空间的上同 调群： 

a ) 环面: T 2 ; 

b ) 缺 A : 个点的平面 R 2 ; 

c ) 克莱因瓶； 

d ) 射影空间 RP 2 : 

e ) 缺 fc 个点的 ST . 

13.63. 证明： 在球面俨 （n > 1) 上，不存在在每个点都非零的 1- 形式. 

13.64 •设 Af 是闭流形，在它上面存在非退化的闭2-形式. 证明： dimH 2 ( M ) 

> 0 . 

13.65. a ) 设 X l5 X 25 X 3 是球面 S 3 上的两两交换的向量场. 证明： 它们不 
可能在球面的所有的点都线性无关. 

b ) 举出球面沪上的两个向量场的例子，它们是互相交换的，并且在球面的 
每个点都线性无关. 

13.66. 布劳威尔定理. 

a ) 证明： 不存在使球面的点保持不动的连续映射 r :^ 1 ^ dD n = 
5 71 - 1 .为此考察 r 和 i : S n ~ l ^ D 11 ( S n ~ l 到球的边界球面的嵌入）的复合 
和它在球面的上同调群内诱导的映射. 这里炉 是闭球， 

b ) 证明 ：球万 " 到自身的所有连续映射必定具有不动点. 
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13.67. 考察球面炉和它上面的赤道 S 1 . 证明：不存在使 S 1 保持不动的连 
续映射 S 2 ^ S 1 . 

13.68. a ) 证明： 不存在这样的连续映射广 S 2 — S 1 ， 使得对于所有 xeS 2 
有 f (~ x ) = ~ f ( x ). 

b ) 设/:炉—舻是这样的连续映射，使得对于所有 xeS 2 有 f (- x ) = 
- f ( x ). 证明： 存在点 ar e S 2 , 在该点/⑷ = 0. 

13.69 . 设 M 是带边界的定向流形. 证明： 不存在在边界上不动的连 
续映射 M — dM . 证明可以仿布劳维尔定理的证明进行. 


§14. 拓扑 

14.1. 证明： 拓扑空间 X 的子集 1" 的内部 Inty 的两个定义的等 价性： 

a) Inty 是空间 F 的所有内点的集合，所谓内点，是连同自己的某个邻域一 
起含于 F 内的点. 

b) Inty 是包含于 F 内的最大开集，即 

Intr = (J U. 

ueT { x) t ucy 

14.2. 证明： 拓扑空间 X 的子集 F 的闭包 F 的两种定义的等 价性： 

a) F 是集合 y 的所有接触点的集合,所谓接触点是这样的点，其所有邻域 
内有 F 的点. 

b ) Y 是包含 F 的最小闭集，即 

f = n f . 

F 是闭集 , 

14.3. 证明： IntF 是开集，而 F 是闭集. 

14.4. 证明： 

a) y 是开集，当且仅当 y = Inty ； 

b) y 是闭集，当且仅当 Y = 7. 

14.5. 证明： = 说明可能与 7 ns 不一致. 

14.6. 说明 Int^AuS) 可能与 Int 乂 UlntB 不 一 致.证明： Int (AD B) = 
Int A fl Int B. 

14.7. 设 G C R 1 是直线上的开集.证明 G 是不交开区间的并集. 

14.8. 证明： 线段 [0,1] 上的康托尔集是闭集. 

14.9. 设集合 X 由三个点组成.写出它上面的所有拓扑.它们当中有多少 
是豪斯多夫空间？多少连通空间？多少道路连通空间？ 
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14.10. 证明： 在豪斯多夫拓扑空间中，所有单点子集是闭的. 

14.11. 证明 •： 两个豪斯多夫拓扑空间的拓扑乘积是豪斯多夫空间. 

14.12. 证明： 拓扑空间 X 是豪斯多夫空间，当且仅当对角集 △ = {( x u x 2 )\ 
— ^ 2 } 在 X x X 内是闭的. 

14.13 . 设 X 是无穷集.规定它的有限子集是闭集.检验我们得到非豪斯多 
夫拓扑. 

14.14 . 设 X 是度量空间. 证明： 每个单点集是闭集. 

14.15. 证明： 度量拓扑空间满足豪斯多夫分离公理. 

14.16. 平面（直线）上的两个不相交的闭集之间的距离总大于零，正确吗？ 

度量空间 X 到自身的映射 f ： X ~^ X 称为压缩映射，如果存在实常数 A < 1，使得对 
于任意两个点 x，y e A ■有 p ( f ( x ), f ( y )) ^ Xp ( x , y ). 

14.17. 证明： 度量空间的任何压缩映射是连续的. 

14.18. 证明： 完备度量空间到自身的压缩映射必定具有不动点，并且它是 
唯一的. 

14.19. 举例说明，习题 14.18 中的完备性条件不能取消. 

14.20. 证明： 对于任意紧统尺 C IT ， 存在实函数/，使得尺= /-^ O ). 

14.21. 举出度量空间的例子，其中存在两个球,半径大的球严格包含在半径 
小的球内. 

14.22 •设 （ X , Px ) 和 ( Y , p y ) 是度量空间.在 X x y 上定义下列 “ 距离”： 

Pmax((^i,yi), ( 工 2,2/2)) = max (p x 1, x 2 ) , py (?/i , 2/2 )) , 

P 2 ((xi,yi),(x 2 ,y 2 )) = (Px (xi ,) + /3 y (y 1 , 2/2 ) ) 1 /2 , 

p + ((^ I , yi ), ( x 2 , y2 )) = px {^ i , x 2 ) + py ( yi , y 2 ). 

证明： 

a) 这些是 XxF 上的度量； 

b ) 在 X X Y 上对应于它们的拓扑一致. 

14.23. 证明： 拓扑空间连续映射 f : X ^ Y 的下列定义的等 价性： 映射/ 
连续，当且仅当 

a) 对于任何开集 r C F ， 逆像 f -\ U ) cX 也是 开集； 

b ) 对于任何闭集 F C 广逆像 r 1 ( F ) cX 也是 闭集； 

c) 对于任何点 x G X 和它的像 f{x) e Y 的任何邻域 C /， 存在点: c 的邻域 
V ，使得 f ( V ) C [/; 

d ) 在 F 是豪斯多夫空间的条件下，/的图，即集合 {( x , y ): f ( x ) = y } 在 
XxY 内是闭集. 
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14.24. 设/: E — F , E = AUB , A = A , B = B , 那么 / 连续，当且仅当 
和 / Is 都连续.如果 A ^ A , 一 般这不成立，试举例说明 • 

14.25. 证明： 如果 X ^ Y 是连续映射的序列，而 / n —致收敛到 /( 这 
里， X 和 Y 是度量空间)，那么/连续. 

14.26. 设映射 f : X — X 连续，而拓扑空间 X 是豪斯多夫空间.证 明：映 
射/的不动点的集合 { xGX : f ( x )= x } 是闭集.举例说明，豪斯多夫空间的条 
件不能取消. 

14.27. 设拓扑空间 F 是豪斯多夫空间，而映射 — V 和 yX — Y 连 
续. 证明： 集合 { o : G X : / ㈤ = g ( x )} 是闭的.说明，豪斯多夫空间的条件不能 
取消. 

14.28 . 设 A 是拓扑空间 X 内的处处稠密的子集，而 y 是豪斯多夫空间. 
再设连续映射/:久 — y 和 Y 使得 /U = 证明： 对于所有 xeX , 

/( x ) = g { x ). 

14.29. 证明： 直线上的所有闭集是自己的某个可数子集的闭包. 

14.30. 构造度量空间久的这样的例子，它的某个子集 ycx (指明 Y ) 是 
闭的和有界的但不是紧统. 

14.31. 设映射 f : E — F 是连续的满射，且 E 是紧致的.证明尸是紧致的. 

14.32. 证明： 正方体严是紧致空间. 

14.33. 证明 ： n (n < 00 ) 维球面是紧致的.对于 n = oo , 这成立吗？ 

14.34. 设 X C 广而 r 是紧致空间. 证明： X 是紧致空间，当且仅当 X 是 
闭空间. 

14.35. 指出，3 x 3正交矩阵的群是紧致拓扑空间. 

14.36. 证明： n 维欧几里得空间的正交变换的群是紧致拓扑空间. 

14.37. 说明 GL ( n ， M ), SL ( n y R ), SL ( n ， C ), U ( n ), SU ( n ), SO ( n ) 是否是紧 
致的. 

14.38 . 设 X 是紧致的， y 是度量空间， f : X -^ Y 是连续映射. 证明： /是 
一 致连续映射. 

14.39. 设乂和 B 是某个拓扑空间的连通子集，并且# 0. 证明 AUB 
是连通的. 

14.40. 证明： 如果 E , F 是连通的，贝 U 五 x F 是连通的. 

14.41. 设/ : X ^ Y 是连续映射，它的像同 F 重合. 证明： 如果 X 是连通 
(道路连通）的，则 F 也是连通（道路连通）的. 

14.42. 证明： 

a ) 区间 0<; r < l , 0 ^ x ^ 1, 0 ^ x < 1 是连通和道路连通的； 
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b ) 如果 C E 1 是连通的，则>1有形式 a < x < b , a ^ x ^ b , a < x 
a < x < b , 其中 a , & 可以取土 oo . 

14.43. 证明： 正方体 尸 和球面沪是连通的. 

14.44. 设久是紧致连通度量空间.是否可以用连续的道路连结它的任意两 
个点？ 

14.45. 证明： SO ( n ) 是连通拓扑空间； 0( n ) 由两个连通分支组成. 证明: 
U { n ), SU { n ) 是连通拓扑空间. 

14.46. 证明： 群 d ( n , C ) 看做所有 nxn 复矩阵空间的子集是连通开子集. 

14.47. 证明： 行列式为正的 nxn 实矩阵群 GL +( n ， R ) 是连通拓扑空间. 

14.48. 证明： nxn 实非退化矩阵的群 GL ( n , R ) 是由两个连通分支组成的 
拓扑空间. 

14.49. 证明： 拓扑空间的连通子集的闭包是连通的. 

14.50. 设 A 和 S 是拓扑空间 X 的子集.如果4 U 5和乂 n S 是连通的, 
则 A 和 S 也是连通的，这正确吗？回答关于道路连通的类似问题. 

14.51. 设4和 S 同时是拓扑空间的闭集，或开集.如果 AUJ 5 和 Ans 是 
连通的，则乂和 B 也是连通的. 

14.52. a ) 证明： 从拓扑空间的给定子集通过取闭包和取内部可得到的不同 
的子集不多于七个.举出 Ri 的子集的例子，从它刚好得到七个不同的子集. 

b ) 证明： 从拓扑空间的给定子集通过取闭包和取补集可得到不多于 14 个不 
同的子集. 

14.53. 设 y 是 X 的连通（道路连通）子空间.研究内部 Inty 和边界 
dY = Y\lntV 的连通性（道路连通性). 

14.54. 证明： 如果； S ： 是连通紧致空间，而/: X 是连续映射，则/的 

像是闭区间. 

14.55. 设4是 IT 的开子集.证明下列条件 等价： 

a ) A 是连通的； 

b ) A 是道路连 通的； 

c ) 4的任意两个点可以用由有限个线段组成的完全在 A 内的折线连结. 

14.56. 证明： 下列集合4连通,但不是道路连通的. 

a ) A 由函数 y = sin ^ (x ^ 0 ) 的图像和线段 {(0， y ): y G [—1,1]} (笛卡儿坐 

标）组成. ^ 

b ) A 由圆周 r = 1和螺线 r = {ip > 0) 组成. 

14.57. 举出两个度量空间 X 和 F 以及映射广 X — F 和 p : Y — X 的例 
子，/和 S 都是相互单值和连续的，但 X 和 F 不同胚. 
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我们提醒，相互单值意味着映射同时是满射和单射 . 


14.58. 举出两个同胚拓扑空间的连续的双射映射 f : X ^ Y 但非同胚映射 
的例子. 


14.59. 证明： 开圆盘 x 2 + y 2 <1 和平面 R 2 ( x ， y ) 同胚. 证明： 开正方形 
{\ x \ < 1, \ y \ < 1} 和平面 R 2 ( x , y ) 同胚. 证明： 开区间 0 < cc < : 

{| x | < 1, | y | < 1} 不同胚. 


和开正方形 


14.60. 证明： 立方体= 1，2,…， n } 和球 | f ： x t 2 <lj 同胚. 

证明： 开立方体和开球微分同胚. 1 

14.61. 证 明:球 ||： x 2 ^lj 和上半球面 | n Ex ? = l , x n+1 ^oj 同胚. 

fn+1 rp2 ^ 

14.62. 证明： 椭球面 j Z 吾=11同胚于球面 

14.63. 开区间0 < a : < 1和字母: T 是否同胚？ 


14-64. 证明： 开区间（-1，1)同胚于直线 (- 00 , 00 ). 证明： 任意两个幵区间 
同胚. 


14.65. 球和球面是否同胚？ 

14.66. 证明下列 同胚： 

a) R n \R k ^ s n ~ k ~ l x E fc+1 ； b ) S n \S k ^ S 71 -^ 1 x R^ 1 . 

14.67. 证明空间的 同胚： 


M 3 ” 1 和 R 3 \({y = z = 0} U {( l , l , l )}). 


14.68. 证明： 

a) 空 间舻和 E 2 不 同胚； 

b) 空间 R 1 和 IT (n > 1) 不同胚. 

14*69. 证明： 对于任何拓扑空间 X ， 它的平方 X 乂 X 不同胚于 R . 
ltn ) •设/:乃 2 — d 2 是同胚. 证明： 此时边界圆周映射到边界圆周. 

14.71. 证明： 球面 S 2 不同胚于 R 2 的任何子空间. 

14.72. 确定曲面的类型，曲面分别由按照下列字的示意粘合六边形的边而 
得到： 

a) abca ~ 1 b ~ 1 c ~ 1 ; b) abca ~ 1 b ~ 1 c . 

14.73. 考察由两个同心球面包围的球壳.一条拓扑虫在球壳中从一个边界 
球面边咬边穿行在球壳中，其通路像图68所示的那样打结.确定包围所得到的 
空间体的曲面的类型. 

14.74. 给出俄文字母表的同胚分类. 
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图68 


§15, 同伦，映射度和向量场的指标 

15.1. 证明： f : X -^ Y 与到点映射①同伦，如果 

a) X = R n ; b)Y = W 1 . 

15.2 . 设 / 是从单位闭区间 [0，1] 到自身的映射，并且/⑼= 0, /⑴= 1. 
证明：存在这样的同伦,它使闭区间端点保持不动，且把映射/变换到恒等映射. 

15.3. 向量空间 IR n 可以在自身之内收缩到点吗？ 

15.4. 设空间 X 在自身之内收缩到点，证明带相同端点的两个道路彼此同 
伦（同伦使端点保持不动). 

15.5. 证明： 在球面沪上，这里 n > 1，任意两个道路同伦（端点相同时，同 
伦保持端点不动). 

15.6. 给出俄文字母表的同伦分类. 

15.7. a ) 证明： 二维平面圆环同伦等价于圆周. 

b ) 证明： 默比乌斯带同伦等价于圆周. 

15.8. a ) 证明： 从平面去掉原点得到的空间 K 2 \ {0} 同伦等价于圆周. 

b ) 证明： M n \ 其中 xi,...,x k 是的不同的点，同伦等价于 

n - ltmk 个球面的束. 

我们 回忆: 连通空间&， ... ，為的束的定义.在每个空间中取一个点見.在不连 
® 同伦于常值映射的映射称为到点映射. — •译者注 
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通的并集 U X 2 U • • ■ U Xfc 中，把点 Pl ，…， Pk (仅仅是它们）等同为一个点.这样得到的 
空间称为空间 Xi ,..., x fc 的束，记为 x ! V 久 2 V … V 為. 


15.9. 证明： 缺少一个点的二维环面同伦等价于束5 1 V 5 1 . 


15.10. 说明，缺少一个点的 n 维环面同伦等价于什么. 

15.11. 说明，缺少一个点的射影空间 RP n 同伦等价于什么. 


15.12. 说明，下列空间（见图 69) 同伦等价于 什么： 

a ) 环面，其经线粘合 圆盘； 

b ) 环面,其纬线粘合 圆盘； 

c ) 环面 （ e ' e #) ，在它的轨线 ( e 2 ^/ p , e 2 ^/9) 上粘合圆盘，其中 p ， g 是互 
素 整数； 


d ) 球面，在它的赤道上粘合 圆盘; 

e ) 球面，在它上面叠合两 个点； 

f ) 球面,在它上面叠合 p 个点. 






S 69 


15.13. 考察道路连通的充分好的空间（比如流形） x 和 y . 在每一个上任 
意取 / c 个两两不同的点，抑€久和讥，…，6 对于 i = 叠合 
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点而和队.证明这样得到的空间（见图 70) 同伦等价于 X V K V 5 1 V . • ■ V 5 1 , 
其中圆周义出现 fc -1 次. 



S 70 


15.14. 证明下列同伦 等价： 

a ) M n \ E fc ~ 5 7l ~ fc ~ 1 ; 

b ) S n \ S k 〜 s n _ k -'' 

c ) R n \ S 1 ^ S n ~ k ~ l W S n ~ l ; 

d ) 在 sr 中考察维数分别为的两两不相交的仿射子空间 
n fc ^. 空间 M n \( n fci u ... un ~) 同伦等价于球面的怎样的束？ 

e ) * 在 w 上考察两两不相交的球面 炉 1 … .，外.空间\(外 u ... u 外 ) 
同伦等价于球面的怎样的束？ 

15.15. 证明：任意向量场同伦于零向量场. 

15.16. 证明： 在连通流形上，在带孤立奇点的向量场的类中，带若干个孤立 
奇点的向量场同伦于带一个奇点的向量场. 

15.17. 证明： 如果在同伦下（在带孤立奇点的场的类中）向量场 v 的两个 
奇点和&合并成 一 '个, 则它的指标等于指标和 indxjV + indx 2 v * 

15.18. 对于下面一系列复解析函数 /( 斗在 M 2 上描绘流 

Vi = gradRe/(2：), V2 = grad Imf(z) 

的积分轨道的分布的定性图. 

求流 Vi, V 2 的奇点. 

研究奇点的稳定性. 

描绘在球面 S 2 (完备的平面 M 2 ： 5 2 = R 2 U { oo }) 上的流 vi ， v 2 的轨道的定 
性图. 

描述这些向量场在 z = 0的奇性在起始函数/(0小的摄动下的衰减过程， 
对于在摄动中得到的函数 g ( z ), 向量场 v 1) V 2 的所有奇点是非退 化的： 
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a) f{z) = z n (n 是整数); 

C) f(z) = 2 +^ 2 ； 

z 

e) f(z) = In z; 


b) f ( z ) 

d) f(z) 


z+- (儒可夫斯基函数) 

z 


z 


z 


f) f(z) = In 


~2' 
z — a 

z — b 


g ) f{z) = 2 4 (2(^-5) 2 + 12 z 6 ) (在点之 = 0 的邻域内研 究)； 

h) f(z) = z 3 (z- l) 100 (z- 2) 900 ; i) f(z) = 2z-lnz; 

j ) f( 2 ) = 1 + z 4 ( z 4 -4) 44 *( z 44 - 44) 444 (在点 z = 0 的邻域内研 究); 


k ) f ( z ) 

m) }{z) 


1 


100 
2 


In 


/z-2i\3 
( 2 - 4 ); 


i) m 


z 2 + 2z 


=-+ 21 ln( 2 2 ); 
z 


n) f(z) = z 5 + 2\nz 


o) f(z) = 21 n( 2 -l) 


2 


ln( 2 ： + 10i) 3 ; p) f(z) 


3 


z 3 3(z-i) 3 


q) /⑷ = 


/ 5i\ . 4z — 2 

( 2+ t) ln 64^T7 


r ) f { z )= 




/ 182 — i\ 2 

vToT+T/ 


15.19. 求向量场 grad Re/ ㈤ 和 gradIm/( 2 ) 的奇点的指标，其中 


a) f(z) = z n ; b) f(z) = z~ n ; c) f{z) = lnz; 

d) f{z) = e) f(z) = In-~~ 

Z 2 — 6 

15.20. 证明： 在所有连通紧致闭流形上存在恰好有一个奇点的光滑向量场. 
求这个点作为向量场的奇点的指标. 


15.21. 设某个非紧致流形 M 是某个紧致闭流形的开区域.证明 M 上存在 
没有奇点的向量场. 

15.22. 在下列定向曲面上构造恰好具有两个奇点的向 量场： 

a) 球面； 

b) 环面； 

c ) 带9个环柄的球面. 

15.23. 在下列曲面上构造有一个奇点的光滑向 量场： 

a) 球面； 

b) 环面； 

c) 双环面； 

d ) 带 g 个环柄的 球面； 

e) 射影平面； 

f) 克莱 因瓶； 

g ) 带 A ; 条默比乌斯带的球面. 

求这些奇点的指标. 


§15. 同伦，映射度和向量场的指标 
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15.24. 证明： 向量场沿曲面上的闭曲线的（旋转）指标，在不通过向量场的 
奇点的同伦下，保持不变. 

15.25. 证明： 如果向量场在围道内没有奇点，则向量场沿闭曲线的指标等 
于零. 

15.26. 证阱 向量场沿闭曲线的指标等于向量场在围道内奇点的指标的和. 

15.27. 证明： 


a ) 在球面 S 2 上； 

b ) 在射影平面 5 LP 2 上， 

不存在没有奇点的光滑向量场. 

15.28. 证明： 在克莱因瓶上存在没有奇点的光滑向量场. 证明： 对于克莱因 
瓶上任意两个光滑向量场，存在这样的点，在该点它们线性相关. 

15.29. 求向量场 x 在超曲面 r 上 的度： 


a ) 4 = j ， 其中 X £ * 50 ( 2 )， 而 r: ^2 + ^2 = 1; 

b ) £ = A z {^) Q ，其中 A z (<p) 是绕。 z 轴旋转角 w 的矩阵，而 r : 



w 

f! = ! 

b 2 

15.30. 求向量场 X 在超曲面 r 上 的度: 


/ 工2 \ 

a) X = (x 2 + y 2 — 1, — + 4y 2 — lj, T: 5x 2 — 6xy + 5y 2 — 3 = 0; 

b) X = (2z 2 — y 2 — 4, 2x 2 -h z 2 — x 2 -h p 2 -h z 2 — 1), T : x 2 ^ z 2 = \\ 

c) X = (y 2 + 3z 2 — x 2 — 4,x 2 + 2y 2 -j-z 2 — l,x 2 — y 2 -h 2), T : x 2 +y 2 -\-z 2 = 9. 

15.31. 证明： 两个向量场在任意 2 维闭曲面上的指标相等.对于任意维数 

的流形这个断言正确吗？ 


15.32 . 设 v ㈤ 是舻上的光滑向 量场； L 是平面 R 2 上自相交的光滑 围道; 
3 l 是向量场 v ( x ) 对于围道 L 的指标； J 是向量场 v 和1内切的切 点数； 五是 
向量场 v 和 I 外切的切点数. 证明： 如果场与围道的切点个数和围道个数有限, 

则九彡 （2 +J — 五 )/2. 

15.33. 考察黎曼流形上的向量场 v = grad /, 这里/是光滑函数.设 
x 0 € 是场 v 的孤立奇点，即 v ( x 0 ) = 0. 设函数/的黑塞矩阵 在 
点邛是非退化的矩阵,并且它的指数（负特征值的个数）等于 A . 证明 =. 

(- 1) 入. 

15.34 •设 M n ~ l C W 1 是光滑超曲面，而 C : M 71 - 1 -> S 71 - 1 是高斯映射.设 
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I 是过原点和点 0 ； e S 71 - 1 的直线.考察由 AT 1 - 1 在 I 上的正交投影给定的高度 
函数力： M 71 — 1 

a ) 证 明：力 的所有临界点是在高斯映射 C 下点 z 和 - X 的原像. 

b ) 证明： 函数力在临界点的黑塞矩阵与映射 C 在同样的点计算的雅克比矩 
阵一致. 

15.35. 设4 e GL ( n , R ). 求向量场的奇点和它们的指标，向量场在点 a; G R n 
的值等于： 

a ) Ax , b ) Ax + xq , 其中： c。6 M n . 

15.36. 求映射 /: S 1 — S 1 ， f ( z ) - z k , zeS 1 ( ZC , \ z \ = l 的临界点和临 
界值.求它的映射度. 

15.37. a ) 求映射 /: S 2 ^ 5 2 的临界点和临界值，其中/⑷ = 2 3 + 3 z 2 + 
32 + 1，这里的炉是扩充复平面， 即炉 = C U { oo }. 求它的映射度. 

b ) 对于/ ㈤ = z 3 - 3 z 2 -9^ + 27 做同样的事情. 

c ) 考察一般情形 f ( x ) = z n + ai2 n — 1 + …十 a n , a k € C , /c = 1 ,... , n . 

15.38. a ) 求由公式/⑷ = 给定的映射广 炉—炉 的临界点和临 

界值，求它的映射度. 2 Z + 

b ) 对于/ ㈤ = z3 : 2 二 4 + 5 做同样的事情. 

C ) 对于复系数多项式 P ( z ) = z n - ha 1 z n ~ 1 + …十 a n ， Q ( z ) = + 6i2 m_1 + 

•_• +、， 考察一般情形 /( z ) = P ( z )/ Q ( z ). 

15.39. a ) 对于由公式 4 h A 7 给定的 50(2) - 50(2) 的映射，求其临界点 
和临界值.求其映射度. 

b ) 对于由同一公式给定 0 ( 2 ) — 0 ( 2 ) 的映射做同样的事情. 

c ) 由公式 A H W 给定 5/7(2) SU {2) 的映射.求它的临界点，临界值和 

映射度. 

d ) 由公式4 ^ 乂 3 给定 50(3) ^ 50(3) 的映射.求它的临界点，临界值和 
映射度. 

e ) 对于映射 A ^ A k 解问题 a )- d ). 

15.40 . 设和 Z 是可定向光滑闭流形，而/: X — Y ； ^ y 4 Z 是光 
滑映射.证明 deg (^ 。 /) = degg - deg /. 

15.41 . 设 M u M 2 ， N u N 2 是可定向光滑闭流形，并且 dimMi = dimN x , 
dimM 2 = dimiV 2 .设 △ : M x ^ N u f 2 ： M 2 — JV 2 是光滑映射. 证明： 

deg(/i x f 2 ) = deg /： - deg / 2 , 

其中 /l x /2 : Ml X M ^2 ~^ A^i x N2 - 


§15. 罔伦，映射度和向量场的指标 
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15.42. 设 f .. X — Y 是同伦等价，并且 X 和 F 是同维数的可定向光滑闭 
流形，则 deg / = 士1. 

15.43. 证明： 如果 f.，M — N 同伦于到点映射，则/必定有临界点.这里 
M 和 7 V 是同维数的可定向光滑闭流形. 

15.44. 证明： 维数不同的可定向闭流形不可能是同伦等价的. 

15.45. a ) 证明： 可定向闭流形是不可收缩的. 

b ) 取消关于可定向性的假设，上面的断言还正确吗？ 

15.46 . 设 /_■ 是中心对称的. 

a ) 计算 deg /. 

b ) 证明 •. 对于奇数 n ， 映射/同伦于恒等映射. 

15.47 •设 W P 是连续映射，并且 n 是偶数. 证明： 存在点 x e S ' 
在该点 :c = fix ) 或 X = - f ( x ). 

15.48. 设在球面 S 2 上给定两个这样的函数/ 和仏 f ( x ) = - /( roO 且 
g { x ) = - 9 { tx ), 其中 r 是对于球心的对称.证明：/和 9 有公共零点. 

15.49. 设在 球面沪 上给定连续函数 /( x ) 和 g ( x ). 证明： 必定存在点 
x G S 2 , 使得 f ( x ) = /( r ; r ) 且 g ( x ) = g { rx ), 其中 r 是对于球心的对称. 

15.50. 设 f : S n ^ S n 是这样的连续映射，对于任何 xeS n M ^ f ( x ) ^ 
-: c , 证明： 

a ) deg / = 1: 

b ) 如果 n 是偶数，则存在 x e V ，使得/ ㈤ = x . 

15.51. 证明： 没有不动点的映射广同伦于球面的中心对称 

T ： X — X . 

15.52. 设映射/: S n ^ S n 的映射度是 2 A ;+1. 证明： 存在球面的一对对径 
点，在/作用下变为对径点，即 f {~ x ) = - f ( x ). 

15.53. 设/: X — S ' g .. X — S n 是两个连续映射. 证明： 如果对于所有 
的点: r , 点 /( rc ) 和 9(2：) 不是对径的，则映射/和 g 同伦. 

15.54. 我们提醒，对于 n = 2 /c + l , 流形 RP n 可定向.求典范映射/: 5 2fc+1 
— MP 2 fc +! 的映射度. 

15.55. 证明： 任何从炉糾到 MP 2 ^ 1 的光滑映射的映射度是偶数. 

15.56. 给出以显式表示的映射/: S 71 — V 的例子，其映射度是 fc . 

15.57. 证明： 在球面5^+1上不存在没有奇点的偶的切向量场（即 v ( x ) = 

15.58. a ) 证明： 不存在这样的从向量空间 IR 3 到自身的连续映射式对于所 
有 : r G M 3 , 向量 X 和 A ( x ) 正交 • 

b ) 对于 IR 4 回答同样的问题. 
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15.59. 设 M 2 是妒内的闭嵌人曲面.又设/: M 2 — 炉是法映射（即 
高斯映射).再设 o ； 和 a / 分别是球面沪上和曲面 M 上的面积形式.证明 
r ( uj ) = Kuj \ 这里凡是曲面 M 的高斯曲率.还证明 


2 deg / = 


1 

2 ^ 



KJ, 


并且等于 M 的欧拉示性数. 

15.60. a ) 构造环面 T 2 到球面 S 2 的映射度为1的光滑映射.对于典型嵌 
入到 M 3 中的环面和球面从几何上描述该映射. 

b ) 构造从环面 r 2 到球面炉上的映射度为的光滑映射. 

c ) * 说明是否存在从球面 s 2 到环面了 2 的映射度为1的映射. 

d ) * 对于怎样 的仍和 仍，存在从 从 91 到 m 52 上的映射度为1的光滑映射? 
其中 M g 是闭可定向的0类曲面（带0个环柄的球面). 

e ) * 对于怎样的&和&，存在从 M S 1 到 M 32 上 的映射度非零的光滑映射? 

15.61. 证明： 两个 S 1 — f 的光滑映射同伦，当且仅当它们的映射度相等. 

15.62. 霍普夫定理 .设是闭可定向流形. 证明： 两个 M n — * S n 的映射 
同伦，当且仅当它们有同样的映射度. 

15.63. 构造不同伦于到点映射的0映射度的映射的例子. 

15. 64•设 Pn(z) = 2 n + aiz n ~ l + ■ •. + a „ 是复系数的 n 次多 项式. 它给定 
球面 S 2 到自身的映射，这里 S 2 看做扩充复平面 CU ( oo }. 
a ) 证明：公式 


H\ ( 2 , 亡） = z n + (1 — t){a\z n 1 + …+ ci n ) 

(te [0,1]) 给出从上述映射到映射2：的同伦. 
b ) 设 a n # 0. 考察映射 

H 2 (z ， t) = (1 — t)(z n + aiz n ~ l + …+ a n -iz) + a n , 

它是最初给定的映射到映射 2 h ^的同伦，后者显然有零映射度.因此，多项式 
P n ( z ) 没有复根.找出论证中的错误. 



§ 16 . 坐标系（补充习题） 

在习题 16.1-16.4 中，对于以下列举的空间 IR 3 的几个曲线坐标系 ui,u 2 ,W3 


a) 求坐标曲面和坐标曲线 

b) 计算行列式 


dxj 

duj 


duj 
dxj 1 


并且确定在哪些点曲线坐标和直角笛卡儿坐标之间的相互单值对应遭破坏 
c) 确定这些坐标系是否是正交的？ 

16.1. 由等式 


asinh^i asinu2 

X\ ― -, X2 — - 

coshui — COS U 2 cosh 乜 1 — COS U2 

定义的双极坐标系，其中 a 是常数因子 . 

16.2. 由等式 


x 3 = U3 


Xl 


csinui C0SU3 
C0ShU2 — COStZi 


X 2 


csinui sin uz 
cosh U2 — C 0 SU 1 


X3 


c sinh U2 

C0Shli2 — COSUi 


定义的双球面坐标系，其中 C 是常数因子，0 ^ Ul < u 2 , —00 < U 2 < 00 , —7T < 

u 3 < 7T, 

16.3. 由等式 


Xi = CU\U2 } X2 = C\l{u\ — 1)(1 — U^) COSU 3 , 
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x 3 = cy (ul - 1)(1 — u \) sinu3 

定义的伸长球面坐标系，其中 | Ui | ^ 1 , -1 < U 2 ^ 1 , 0 ^ U 3 < 27 T , C 是常数 
因子. 

16.4. 由等式 


xi = ca\U2 sin U3, X2 = cy {u\ 一 1)(1 — u\)^ X3 = CU1U2COSUS 

定义的扁平球面坐标系，其中 hi ^ 1, -1 ^ u 2 ^ 1, 0 ^ u 3 < 2 tt , C 是常数 
因子. 

16.5. 变换表达式 

2 d 2 V d 2 V 2 d 2 V dV dV rr 

y ^~ 2 xy d^ + x W~ x ^~ y ^i +V 

到由 3 ; = r cosc ^, y = rsin(p 定义的极坐标系 r , p 中的表达式. 

16.6. 变换表达式 


d 2 V 

dx 2 


+ 2 xy 2 


dV 

dx 


+ 2 (y - y 3 ) 


9V 

dy 


+ x 2 y 2 V = 0 


到由 x = uv , y =^ 定义的新坐标系 W ， 7 ; 中的表达式.求这个坐标系的定义域 
和值域. ⑴ 


16.7. 在坐标系 ( u ， v ) 中计算拉普拉斯算子 


M w = x + ii/j z = u -\- iv . 


d 2 V d 2 V 

dx 2 dy 2 1 


其中 u ; = Inlnz , 


16.8. 在坐标系 ( u , v ) 中计算拉普拉斯算子 

ffl ] w = x z = u + iv . 


d 2 V 3 2 V 

dx 2 + dy 2 ’ 


其中 it ; = Inin 


Z 一 Z\ 
Z — Z2 


16.9. 在坐标系 ( u ， v ) 中计算拉普拉斯算子 


3 z 2 + 1， 而 u; = a: + iy ， z = u - j - iv . 


d 2 V 8 2 V 

dx 2 + dy 2 ’ 


其中 w = z 3 - 


§17. 曲线和 曲面： 方程和参数表示 

在本节的习题中，通常我们称曲线 r = r ( t ) 是光滑的，如果向量函数所有阶的导数 
存在并且连续.但在某些习题中我们明确指出光滑的类，即 

曲线称为 C " 类光滑的， 简称光滑的，如果它具有参数表示 r = r ⑴，这里向量函数 
r ( t ) 有直到 n 阶的连续导数. 

曲线 r = r ( i ) 称为解析的，如果它具有收敛的幂级数展开. 

17.1. a ) 举出一个具有解析的参数表示却并非正则的曲线的例子. 


§17. 曲线和曲面：方程和参数表示 
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b ) 证明： 具有解析的参数表示的曲线仅有这样的孤立点，在该点速度向量跳 
跃地转动角 7T. 

C) 证明： 如果光滑曲线不具有解析参数表示，那么在它的奇点，速度向量的 
转动角可以是任意的.构造相应的例子. 

17.2. 证明： 如果曲线由圆周到 ar (n > 2) 的解析映射定义，那么它的正则 
性只可能在有限个点遭到破坏. 

17.3. 把函数 y = 闳的图像表示成下列类型的 曲线： 

a ) 对于任意给定的自然数 n ， 有光滑但非 C -+ 1 光滑的参数 表示； 

b ) 有 C °° 光滑的参数 表示； 

c ) 指出，对于它不存在解析参数表示. 

17.4. 设平面曲线由映射 x = t k , y = t n (k ^ n ) 给定，其中 fc 和 n 是自然 
数 ， t e (-1， 1). 研究对于怎样的 k 和71,曲线是 

a ) 正则的，但在任意正则参数表示中是非解析的； 

b ) 正则解 析的； 

c ) 在任意光滑参数表示中是非正则的. 

在 a ) 小题和 b ) 小题中，给出相应的正则表示的例子.在所有三种情形中， 
描绘曲线在坐标原点邻域中的示意图. 

17.5. 设空间的分段正则曲线由两个平面弧组成.整体上曲线的最大可能的 
光滑性怎样？ 

17.6. 求伯努利双纽线（: r 2 + y 2 ) 2 = a 2 ( x 2 - j / 2 ) 的正则解析表示. 

17.7. 双纽线能否在光滑曲线类中形变成没有自相交的曲线. 

17.8 . 设 7 是某个平面曲线， M 是 7 的点， xOy 是在曲线所在平面上的直 
角坐标系.用 T 和 AT 表示这个曲线的切线和法线同 Ox 轴的交点，而 P 是 M 
在 Or 轴上的投影（见图 71). 

a ) 求曲线 7 的方程，如果线段 PiV 等于常值 a . 

b ) 求曲线 7 的方程，如果线段 KT 等于常值 a . 

c ) 求曲线 7 的方程，如果线段 MN 等于常值 a . 

17.9. 求具有常值切线长度 MT = a (见图 72) 的曲线7的方程.这样的曲 
线称为 曳物线. 


17.10. 任意射线 O 五 交圆周 



于点 A 交过0的对径点 T 的切线于 [ 过点 D 和分别引平行于 Oz 轴和 
Oy 轴的直线到交点 M . 建立由 M 组成的曲线（阿涅西 （ Agnesi ) 簸舌线）的方 
程（见图 73). 描绘这个曲线. 
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图73 阿涅西簸舌线 

17.11 . 设7是闭光滑曲线.证晛对于任意向量 a , 存在点 : r e 7,在该点 7 
的切线垂直于 a . 

17.12. 设两个点在空间这样运动，它们之间的距离保持常值. 证明： 它们的 
速度在连结这两个点的直线上的投影相等. 

17.13. 证明： 如果某个闭区间上的向量函数 r ⑷连同其导数连续，并 
且向量 r 和 r ' 平行，同时 r ' / 0且 r # 0,则向量函数 r == r ⑷的速端曲线是直 
线上的一个线段. 

17.14. 设在闭区间上给定光滑向量函数 r ⑷，并且对于所有 k [ a ,6], 
导数 r ' 和 r 〃 异于零，此外，它们是共线的，即对于所有 i G [ a , 6], 向量 〆 和 r " 
平行. 证明： 这个向量函数的速端曲线是直线上 的一不 线段. 

17.15. —个刚性的杆在平面上运动，其端点描绘岀曲线 n ⑷和 r 2 ⑴.求其 
定瞬心的方程.过杆的端点垂直于端点的速度方向的直线的交点的集合称为定 

瞬心. 

17.16. 考察上题描述的杆的运动.相对于运动杆的瞬时转动中心的集合称 
为 动瞬心. 如果给定杆的端点的运动规律分别为 ri ⑷和 r 2 ⑷，建立动瞬心的 
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方程. 

17.17. 设平面运动（即等距）由刚性杆在平面上的运动给定. 证明： 此时点 
的线速度由关系 v = o ；[ r ] 定义，其中 r 是所考察的点 M ( R ) 的相对于瞬时转动 
中心的径向量（见习题17.15, 17.16)，而 [ r ] 是由 r 沿逆时针方向转动 tt /2 的角 
得到的向量.用 h 和 r 2 表示 o ;, 并且求点 M ( R ) 的速度 v (见图 74). 



图74 刚性杆的运动 


17.18. 建立下列曲线的切线和法线的 方程: 


a ) r ( i ) = (a cos6sint ) (補圆)； 

b ) r (0= (■(’+|)，#-|)) (双曲线)； 

c ) r ( t ) = (a cos 3 asin 3 1) (星形线)； 

d ) r ( t ) = ( a(t — sini ), a(l - cost )) (旋轮线)； 

e ) r ( t ) = (^- t 2 — - t 4 , - t 2 -h ^ t 3 )， 在点 t = 0; 

f ) r ( t ) = ( a(p cos ip , aip sinip ) (阿基米德螺线). 

17.19. 证明： 星形线 


x 2/ 3 + y2 / 3 = a 2/ 3 


的由坐标轴截得的切线的长度等于 a (见图 75). 



图75 星形线 
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17.20. 证明： 在极坐标系中由方程 

r = a(l + cos ( p ) ， r = a(l — cos ip ) 

给定的心脏线在异于极点的交点正交. 

17.21. 求连结椭圆的共辄直径的一对端点的直线的族的包络. 

17.22. 求从直角边截下常面积的三角形的直线的族的包络. 

17.23. 求从给定的拋物线截下给定面积的抛物弓形的直线的族的包络. 

17.24. 求从给定角的边截下常周长的三角形的直线的族的包络. 

17.25. 求以某个圆周的平行弦作为直径的圆周的族的包络. 

17.26. 求有公共主轴以及给定的半轴和的椭圆的族的包络. 

17.27. 在平面上放置一个圆周形状的镜子.一束平行光投射在它上面，求 
反射光线的包络.这条曲线称为 焦散线. 

17.28. 求有给定面积和公共主轴的椭圆族的包络. 

17.29. 求中心在椭圆上并且过其一个焦点的圆周族的包络. 

17.30. 求中心在曲线 r = I ■⑴上半径为 a 的圆周族的包络. 

17.31. 设向量函数 r ⑷在闭区间 [Ml 上定义，连续并且两次可微.再设在 

这个区间的每个点，向量 〆 和 r 〃 不共线.求曲线 r = 的法线的包络. 

17.32. 假定发光点在圆周上，求圆周反射的光线的包络. 

17.33. 对于曲线 


r { t ) = { t 3 ~ t 2 -5, 3 i 2 - hl , 2 t 3 - 16), 

写出 t = 2 对应的点的切线和法平面. 

17.34. 求下列曲线在点乂(3,- 7,2) 的切线和法 平面： 

r ( t ) = ( t 4 + t 2 + l ,4 t 3 -f 5 i + 2, t 4 - t 3 ). 

17.35. 求下列曲线在点 ^(2,0,-2) 的切线和法 平面： 

r ( t ) = ( t 2 ~2 t ^3, t 3 - 2 t 2 + t , 2 t 3 - + 2). 

17.36. 建立 R 3 中如下两个曲面的横截交线的切线和法平面的 方程: 

Fi(x,y,z) = 0, F 2 (x,y,z) = 0. 


17.37. 求螺旋线 


x = 3 a cost , y = 3 a sin t , z = 4 at 
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从它同平面; rOy 的交点到任意点 M ⑷的弧长. 

17.38. 求曲线 


x = a(t — sint ), y = a(l — cos ()， 


Z = 4aCOS 2 


在它与平面 xQ y 的两个相邻交点之间的一段的弧长. 


17.39. 求曲线 



在平面 y = a /3 和 y = 9 a 之间的弧长. 

17.40. 求闭曲线的 弧长： 


x = cos 3 1, y = sin 3 t , z = cos 2 t . 


17.41. 在曲线 r = r ■⑷的每个点给定切向量 T = T ⑴/ 0. 函数 r ■⑷在 
闭区间上定义，连续并且有连续的导数 r \ t ). 函数 T ⑷在闭区间 [ a ，6] 上 
连续. 证明： 在给定的曲线上可以引进这样的参数表示，使得^ = T. 换句话说， 

at 

对于曲线的适当参数表示，曲线的充分好的切向量场，可以成为其速度场. 

17.42 . 求 R 3 中给定的直线族 


r = p(u) + Xe(u) (| e | = 1) 

具有包络的充分必要条件.求该包络. 

17.43. 建立柱面的参数方程，其准线是曲线 p = p ( u ), 而其母线平行于 
向量 e . 

17.44. 建立锥面的方程，其顶点在径向量 p ⑷的起点，其准线是曲线 P = 

P(0- 

17.45. 建立由给定的曲线 p = p ( t ) 的切线组成的曲面方程.这样的曲面称 
为可展曲面. 

17.46. 半径为 a 的圆周在移动，其中心在给定的曲线 p = p ( s ) 上运动，而 
圆周所在的平面在每一时刻都是曲线的法平面.这里为了简化答案的书写，在曲 
线上取自然参数.建立圆周描绘的曲面的方程. 

17.47. 平面曲线 x = Lp(v), z = ip 、 v) 铙 Oz 轴旋转.建立旋转曲面的参数 
方程.考察特殊情形，其经线由方程 z = /卜）给定. 

17.48. 建立由螺旋线的主法线组成的曲面的方程. 

17.49. 建立给定的曲线 p 二 p ⑷的主法线族构成的曲面的方程. 

17.50. 直线这样运动，它同给定圆周的交点 M 沿该圆周运动，直线保持在 
圆周在交点的法平面内，并且转动等于角 MOM 0 的角，这就是沿给定圆周运动 
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的点所经过的角，其中 Mo 是 M 的初始位置.建立运动直线所描绘的曲面，认为 
运动直线的初始位置是 Ox 轴，圆周由方程 x 2 +y 2 = a\ z = 0 给定. 

17.51. 给定两条曲线 r = r ⑻和 p = p ( v ). 建立其端点在给定曲线上的线 
段的中点所描绘的曲面的方程.这样的曲面称为平移曲面. 

17.52. 设 给定： 平面（准平面)，不平行于它的直线（准直线）和某条曲线（准 
曲线).经过准曲线的每个点引平行于准平面并且和准直线相交的直线.我们认为 
曲面是直线运动时扫描出来的.这样的曲面称为劈锥曲面（见图 76). 如果 给定: 

准平面 yOz , 准直线 y = Q，z = h 以及准曲线 J ^ = 1, 2 = 0 (楠圆)，建立 
劈锥曲面的方程. ° 



17.53. 建立劈锥曲面方程，其准直线、准平面和准曲线分别由以下方程 
给定： 

a) x = a, y = 0; b) 2 = 0; c) y 2 = 2pz, x = 0. 

17.54. 由平行于某个平面的直线组成的曲面称为拟柱面（见图 77). 拟柱 
面可以由（位于它上面的）两条准曲线和（与母线平行的）准平面给定.拟柱面 
的特殊情形是在习题 17.52 和 17.53 中描述的劈锥曲面.拟柱面转化为劈锥曲 
面，如果准曲线之一'是直线.如果其准曲线是圆周 x 2 z 2 — 2 ax = 0 ， y = 0和 
y 2 + 2 2 - 2 ay = 0, x = 0,而准平面是平面 xOy , 建立拟柱面的方程. 

17.55. 设在 M 3 中给定曲线 p = p ( u ), 并且在它的每个点给定向量 a ( u ). 由 
参数方程 


r(tz, v ) = p ( u ) + ua(u) 

给 定的曲面称为 直 纹面.经过曲线的点 p ( u ) 沿向量 a ( u ) 的方向的直线称为直 
纹面的 直母线. 我们指出，劈锥曲面和拟柱面都是直纹面. 

建立直纹面方程，其母线平行于平面 y- 之 = 0, 并且与抛物线沪 = 2pu = 0 
和 _ 2 2 = -2 px , y = 0相交. 
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17.56. 建立直纹面的方程，其母线与 Oz 轴和曲线= a 3 , x 2 -\- y 2 = b 2 
相交，并且平行于平面 xOy . 

17.57. 建立直纹面的方程，其母线与直线 r = a + ub 和曲线 p = p ( V ) 相 
交，并且垂直于向量 n . 


17.58. 建立直纹面的方程，其母线平行于平面 xOy , 并且与以下两个椭圆 


相交: 



17.59. 建立直纹面的方程，其母线与曲线 p = ( u . u ^ u 3 ) 相交，平行于平面 
xOy , 并且和轴02相交. 

17.60. 建立由直线组成的曲面的方程，直线平行于平面 o : + y + z = 0,并且 
与轴 Oz 和圆周 p = (6, a cos u , a sin w ) 相交. 

17.61. 建立由直线组成的曲面的方程，直线与圆周 x 2 + z 2 = l , y = 0 以及 
1[线 y = 1, 2 = 1 和 x = l， 2 = 0相交 • 

17.62. 建立由螺旋线 p ( v ) = (a cost ;, a sin u , bv ) 的切线组成的曲面的方程. 
这样的曲面称为 可展螺旋面. 

17.63. 建立锥面方程，其顶点是 （0,0,- c )， 而准线是平面 z = 0上的曲线 

( x 2 + y 2 ) 2 — a 2 ( x 2 — y 2 ). 

17.64. 在平面 7 T 上给定直线 AS 和曲线 p = p { u ). 曲线 p 在平面 7 T 上这样 
均匀移动，其上每个点平行于 AB 运动.同时平面 tt 绕均勻转动.建立曲线 
P 描绘的曲面.这个曲面称为 螺旋形 曲面.特殊情形是正螺旋面.这时 p 二 p { u ) 
是正交于 AS 的直线. 

17.65 •设 r = r ⑻是曲率异于零的曲线.过它的每个点引法平面，并且在这 
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个平面上画中心在曲线 r = r ( w ) 上并且有给定半径 a 的圆周，这里 a > 0, ak < 
1 . 这些圆周在空间中扫描出管筒形状的曲面这样的曲面称为 管状面或 


筒 状面. 

a ) 建立曲面 S 的方程. 

b ) 证明： 曲面 S 的任意法线与曲线 r = r ⑻相交，并且垂直于这条曲线的 
速度向量. 

17.66. 求曲面&已经知道它的法线都过一个给定的点 0. 

17.67. 证明： 由坐标平面和曲面 



的切平面相交构成的四面体的体积不依赖于曲面上的切点的选取. 

17.68. 证明： 由曲面 


x = u 3 sin 3 v , y = u 3 cos 3 v , z = ( a 2 — u 2 ) 3 ’ 2 

的切平面在坐标轴上截得的线段长度的平方和是常值. 

17.69. 证明： 劈锥曲面 


x = u cos y = usinv ^ z — a sin 2 v 

的切平面沿椭圆与此劈锥曲面相交. 

17.70. 证明曲面 2 = xf ( y / x ) 的切平面经过同一个点. 

17.71. 建立正螺旋面 

r ( u , v ) = (v cos vsinu , ku ) 


的切平面和法线的方程. 

17.72. 建立下列曲面的切平面 方程： 

xyz = a 3 . 

17.73. 设曲面由曲线 7 的切线组成. 证明： 这个曲面在7的同一条切线上 
的所有的点有同样的切平面. 

17.74. 设曲面由曲线7的主法线组成.建立在这个曲面的任意点的切平面 
和法线的方程. 

17.75. 建立由曲线7的副法线组成的曲面的切平面和法线的方程. 

17.76. 证明： 旋转曲面的法线同经线的主法线重合，并且与转动轴相交. 

17.77. 证明： 如果曲面的所有法线与同一条直线相交，则它是旋转曲面. 
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17.78. 直纹面（见习题 17.55 中的定义）称为可展的，如果曲面在任意直母 
线上的所有点的切平面是同一个. 证明： 直纹面 


r ( u , v ) = p ( u ) + vai ( u ) 


是可展的，当且仅当 


(r',a ， a') = 0. 

17.79. 任意可展曲面可以分解成下列几个部分： 1) 平面 部分; 2) 柱面 部分; 
3) 锥面 部分； 4) 非平面曲线的切线组成的图形部分.在后一情形中的曲线称为 
脊线. 

17.80. 求椭球面族 

\ a 2 b 2 c 2 / 

的包络和脊线，其中 a 是族的参数. 

17.81. 求球面族的包络,球面以平行于椭圆 

x 2 2 

巧 + 庐 =1 ， 2 = 0 


的长轴的弦作为直径. 

17.82. 求球面族的包络及其脊线，球面的直径是圆周 

: c 2 + y 2 - 2x = 0 ， z = 0 


的过坐标原点的弦. 

17.83. 两个拋物线放在垂直平面上，并且有公共的顶点和在顶点的公共切 
线.求与两个拋物线相切的平面族的包络. 

17.84. 求常半径的中心在给定曲线 p = p ⑷上的球面族的包络（管状 
曲面). 

17.85. 求常半径的中心在给定曲线 p = p ⑷ 上的球面族的脊线. 

17.86. 求半径为 a 的中心在圆周 

x 2 + y 2 = b 2 ， z = 0 


上的球面的包络和脊线. 

17.87. 求过坐标原点、中心在曲线 


上的球面族的包络和脊线. 


r ( u ) = ( u 3 , u 2 , u ) 
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17.88. 求具有给定半轴和为 


d + 6 + c = Z 


的椭球面族 

x 2 y 2 z 2 

- -L - -U - = 1 

a 2 b 2 c 2 

的包络. 

17.89. 求曲面，其切平面从坐标轴上截下的线段的长度的平方和等于 a 2 . 

17.90. 求曲面，其切平面从坐标角截下的四面体的体积是常值 a 3 . 

17.91. 求平面族 

xa 2 -\- ya z = 0 

的包络和脊线,其中 a 是族的参数. 

17.92. 求平面族 


xsina — y cos a -h z = aC 

的包络和脊线,其中 a 是族的参数. 

17.93. 求给定曲线的密切圆族的包络，特征线和脊线. 

17.94. 求给定曲线的法平面族的包络，特征线和脊线. 

17.95. 求平面族 

〈 r ， n 〉 + D = 0， n = n ( u ), D = D { u ), | n | = 1 

的特征线,包络和脊线，其中 U 是族的参数. 

17.96. 求过两个拋物线 

y 2 = 4 ax , 2 = 0; x 2 = 4 ay , z = b 


的可展曲面. 

17.97. 证明： 曲面 

x = cos v — (u + v) sin y = sin w -h (u + v) cos u, z = u J r2v 


是可展曲面. 

17.98. 证明： 曲面 


V 


x = u 2 + ^， 


y = 2u 3 + uv 



2u 2 v 

~3~ 


是可展曲面. 



17.99. 给定抛物面 
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x = 2aucosv, y = 2bu sinv, 2 = 2u 2 (acos 2 v -f 6sin 2 v), 

其中 a 和 6 是常数.确定在曲面上的曲线的方程,使得沿此曲线的曲面的切平面 
和平面 xOy 枸成常值角. 

说明，这个切平面族的特征线同 z 轴构成常值角.求包络的脊线. 

17.100. 求可展曲面的脊线，此曲面沿和柱面 a; 2 = ㈨ 的交线与曲面似=叩 
相切. 

17.101. 说明，经过圆周 x 2 + y 2 - a 2 , z = 0和; r 2 + 2 2 = 6 2 , y = 0 的可展 
曲面与平面 a ; = 0相交于等轴双曲线. 


§18. 曲线论（补充习题) 


18.1. 计算曲线的 曲率: 


) ! x ( t ) = a(l + m ) cosmt — am cos(l + m ) t , 
I y ( t ) = a(l + m ) sin mt — am sin(l + m)t 

b ) x 2 y 2 = ( a 2 - y 2 ){b + y ) 2 (畔线). 


(圆外旋轮线); 


18.2. 计算下列曲线的 曲率: 


a) y = — In cos x; 

b) x = 3t 2 , y = 3t — t 3 ， 在 t = 1; 

c) x = a (cost + 亡 sin 亡)， y = a(sint — t cos t) ? 在 t = 7t/2; 

d ) x = a(2 cost — cos2t), y — a(2sini — sin2t), 

18.3. 求在极坐标系中给定的下列曲线的 曲率： 

a) r = aip] b) r = a^p k \ c) r = a' 在 p = 0. 

18.4. 求下列曲线的 曲率： 

a) y = sin x; b) y = sinh x; c) y = cosh x\ 

d) y = tana:; e) y = tanhx; f) y = cothx- 

18.5. 确定下列曲线的 曲率： 


x — t ~ sint, y = 1 — cost, 么 = 4sin -• 

18.6. 求平面曲线的参数方程®: 

a ) s 2 + 9R 2 = 16 a 2 ; b ) s 2 R 2 = 16 a 2 ; c ) R 2 + a 2 = a 2 e~ 2a ~ a . 

为弧长，丑为曲率半径. 一译者注 
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18.7. 证明： 如果曲线的点的坐标满足关系 


( x 2 + y 2 + — a 2 )( dx 2 + dy 2 + dz 2 ) 

(xdx 4- ydy 4- zdz ) 2 



则曲线的切线也切于球面 x 2 + y 2 H -^ = a 2 . 

18.8. 证明： 曲线 


r ( t ) = 



- ( sin 亡 + cost ), - (sint — 



的切线沿圆周 x 2 + y 2 = l 与平面 xOy 相交. 

18.9 . 设 O 是椭圆的中心， A 是一个半轴的端点 （04 = a ), S 是另一个半 
轴的端点 {OB = b ). 考察这样的点 C , CA 0 B 是矩形.从 C 引的垂线，此 
垂线与40 交于点 P , 与 OB 交于点 Q . 证明： P 是椭圆在顶点乂的曲率中 心， 
而 Q 是在 B 的曲率中心. 

18.10. 写出曲线 r ( W ) = (^, w , w 3 -20) 在点 >1(9, 3, 7) 的密切平面的方程. 

18.11. 证明： 曲线 


r ( u ) = (au + 6, cw + d , u 2 ) 


在所有的点有同样的密切平面. 

18.12. 建立曲线 

0 2 
y = x , x = z 

在点 (1,1,1) 的密切平面，主法线和副法线的方程. 

18.13. 在曲线 


x ( t ) =t — sin 亡， y ( t ) = 1 — cost , 


z{t) 


= 4 sin - 
2 


的每个点沿主法线的正方向放置长度等于曲线在此点的曲率的四倍的线段.求 
线段端点所描绘的曲线的密切平面的方程. 

18.14. 给定螺旋线 


r ( t ) = ( acos ^ asint , bt ). 

建立切线，法平面，副法线，密切平面，主法线的方程. 

18.15. 给定曲线 


r ⑴ = (P ， 1-M 3 )_ 

建立在点 f = 1的切线，法平面，副法线，密切平面，主法线的方程. 

18.16. 证明： 如果 
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a ) 正则光滑曲线的所有密切平面彼此 平行， 则曲线是平面曲线； 

b ) 正则光滑曲线的所有密切平面有公共点，则曲线是平面 曲线； 

c ) 曲线的所有切线垂直于同一个方向，则曲线是平面曲线； 

d ) 曲线的所有法平面平行于同一个方向，则曲线是平面曲线. 

18.17. 证明： 在曲线的挠率异于零的点的邻域内，以下几个断言成立.在两 
种情形下，确定相对于从所考察的点算起的弧长曲线与这些平面的偏离的主项 d 
是怎 样的： 

a ) 曲线与密切平面相交，位于它的 两侧； 

b ) 曲线位于其从切平面的一侧. 

18.18. 计算曲线的曲率半径和 烧率： 

x 3 = 3 a 2 y , 2 xz = a 2 . 


18.19. 给定曲线 


r ( u ) = (v cosu , vsinu , kv) y 


其中 u = r ⑻. 证明： 曲线位于圆锥面上.确定函数«使得此曲线与圆锥的 
母线相交成 定角义 


18.20. 切线与固定方向构成定角的空间曲线称为 广义螺旋线或斜坡线. 
证明： 曲线是广义螺旋线，当且仅当满足下列条件 之一： 

a ) 主法线垂直于一个固定方向； 

b ) 副法线与固定方向构成 定角； 

c ) 曲率与挠率之比是常数； 

d ) 曲线的所有从切平面平行于某条直线（我们提醒，在曲线的给定点的从切 


平面经过此点，并旦垂直于主法 线)； 

、 / d d 2 d 3 、 

e) U V ^ V ^ V J =0; f) 



d 2 


ds 2 


b, 


d 3 



g ) 向量 

是定向量. 


w/k + b / h jkv + kh 
^1/fc + \ j k + x 2 


18.21. 证明： 曲线 


x = a sin a ( t ) dt , y = a j cos a ( t ) dt , z — hi 


是广义螺旋线. 

18.22. 证明：曲线？ = 3% 2 邱 =化 是广义螺旋线.求与曲线的切线构成 
定角的向量. 
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18.23. 对于怎样的参数值 a ，6 和 c ， 曲线外）= ( at , bt 2 , ct 3 ) 是广义螺旋线? 

设给定曲线 r = r ( s ), 这里 s 是自然参数.曲线 p = Ks ) 放置在中心在坐标原点的单位 
半径的球面上，称为曲线的 切球面像. 类似地定义 主法球面像和副法球面像. 例如，根据定 
义立即知道，曲线 r = r ( S ：) 是广义螺旋线，当且仅当它的切球面像是圆弧. 

18.24. 证明： 广义螺旋线的副法球面像是圆周. 

18.25. 求螺旋线 


r(t) = (a cos t, a sin bt) 

的切球面像，主法球面像和副法球面像. 

18.26 . 设 r = r ⑷是自然参数表示的曲线. 

a ) 证明： 曲线 r = r ㈤ 的切球面像退化为一点，当且仅当 r = r ⑷是直线. 

b ) 证明： 曲线 r = r ⑷ 的副法球面像退化为一点，当且仅当 r = I •⑷是平 
面曲线. 

c ) 证明： 主法球面像不可能是一个点. 

18.27 . 设 r = r ( S ) 是自然参数表示的曲线，并且# 0. 证明： 切球面像 
的切线平行于对应参数 S 的同一个值的点的副法球面像的切线. 

18.28 •设 r = r ⑷是自然参数表示的曲线. 证明： 如果曲线的切球面像位 
于过坐标原点的平面上，则曲线 r = r ( s ) 是平面曲线. 

18.29. 指出，在平面反演变换下，给定曲线的密切圆变换为此曲线的像的密 
切圆.这时假定反演中心不与曲线和密切圆的切点重合. 

我们提醒， 球面曲线 是这样的曲线 r = r ( t ), 对于它存在常向量 m 和常实数开，使得 
| r (<) — m | = 

18-30 .设 r = r ⑷是正则曲线，又设 r = r ⑷的所有法平面都过定点 a . 
证明 ： r = r ⑷是球面曲线. 

18.31. 证明： 

r(《） =(— cos 2t, —2 cost , sin 2t) 

是球面曲线. 

提示.指出 ，点 （-1,0,0) 位于所考察的曲线的每个法平面上.见习题 18.30. 

18-32. 利用前一个习题的结果， 证明： 曲线 r = r ⑷位于球面上，当且仅当 
存在实常数4和使得 

k〈A cos j nds + jB sin J = 1. 
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18.33. 如果曲线7和 7* 之间存在相互单值的对应，使得在对应点的主法 
线（作为仿射直线）重合，则称它们是 贝特朗曲线 （见图 78). 



图78贝特朗曲线 

这意味着连结两曲线对应点的线段对于两条曲线都是主法线上的线段. 
证明贝特朗曲线 7 和 7 *的下列 性质： 

a ) 对应点之间的距离是常值； 

b ) 贝特朗曲线中的每一条的曲率和挠率由关系 

ak + b>c = \ 

联系，其中 a 和6是两个常数.对于每条曲线各有自己的常数 a 和 6. 

c ) 7 和7 # 在对应点的切线构成定角. 

18.34. a ) 证明： 平面上的任意两个同心圆周组成一对贝特朗曲线. 
b ) 设 


= ~ * 2 - m 2 + Wi-t 2 , o). 

证明： ri ⑷和 r 2 ( t ) 组成一对贝特朗曲线. 

18.35. 证明： 如果曲线7的曲率和挠率有线性依赖关系 ak + bH = l , 这里 
a 和6是异于零的数，则存在这样的曲线 7 *，使得 7 和 7 *组成一对贝特朗曲线. 

18.36. 证明： 对于常曲率的曲线，必定可以找到第二条曲线，同它一起组成 
一对贝特朗曲线. 

18.37. 证明： 曲线 r ⑷是贝特朗曲线，当且仅当它可以由向量方程 

r ( t ) = a f e [ t)dt + c f e ( t ) x e f ( t)dt 
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给定，其中 e ⑷是这样的向量函数， |e ⑷ I = 1且 W(t)\ = 1. 

18.38 . 设 r = r ⑴是正则光滑曲线，并且％ / 0. 证明： r ⑷是普通螺旋线， 
当且仅当至少存在两条不同的曲线，其中的每一条同 r ⑴组成一对贝特朗曲线. 

18.39. 证明： 如果在两条不同的曲线 7 和 7 *的点之间可以建立相互单值 
的对应,使得在对应点的副法线（作为仿射直线）重合，则这些曲线是平面的. 

18.40. 设对于光滑曲线7存在这样的曲线7%使得7的主法线是 7* 的在 
对应点的副法线.证明：曲线7的曲率和挠率满足关系 A = A ( fc 2 + W )， 这里 A 
是某个常数. 

18.41. 设在曲线71和72的点之间可以建立这样的对应，使得在对应点的 
切线平行. 证明： 在曲线的对应点的曲率和挠率之比的绝对值相等.同样 证明: 
在对应点的法线（副法线）平行. 

18.42. 设在曲线和72的点之间可以建立这样的对应，使得在对应点， 7 i 
的切线平行于72的副法线. 证明： 在对应点，的副法线平行于72的切线，并 
且两条曲线的主法线互相平行.此外 证明： 它们的曲率和挠率的绝对值成反比， 

即化=，. 

>£*1 

曲率 fc > 0的平面简单闭曲线称为 卵形线. 正则平面曲线的 顶点 是这样的点，在该点 
k 有相对最大值或最小值. 

设 r ( s ) 是卵形线，而 P 是 r ( s ) 上的点，则存在点 P ', 卵形线在该点的切向量与在点 P 
的切向量反向 ，即 v ( P ') = - v (尸) . 在点 尸和 的切线平行.这样的点显然唯 一 ， 它称 
为点 P 的相对点. 

在相对点尸和 P ' 的切线之间的距离称为卵形线在点 P 的宽度 w ( s ). 

我们称卵形线有常宽度，如果它在点 P 的宽度是常数，即不依赖点 P 的选取. 

18.43. 证明： 顶点概念不依赖于参数表示. 

18-44. 设 r = r ( s ) 是卵形线，则至少在四个点向量 v 〃 平行于 v . 

18.45. 四顶点定理. 证明： 任意卵形线至少有四个顶点. 

18.46. 证明： 如果取消闭条件，四顶点定理不成立， 

18.47. 证明： 如果 r ⑷是常宽度 w 的卵形线，则其长度是 t ™. 

18.48 . 设 r = r ( S ) 是常宽度卵形线. 证明： 连结两个相对点 P 和 P 的直 
线垂直于在点 P 和 P ' 的切线. 

18.49 •设小）是常宽度的平面曲线. 证明： 在相对点的曲率半径 l / A ： 之和 
是不依赖于点的选取的常数. 

< 

lS . SO •设 r ⑷是长度为 L 的用自然参数给定的卵形线.用0表示水平线和 
切向量相交的夹角. 
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a ) 证明： 映射 [0， L ] — [0, 2 tt ] 是——对应. 证明： 映射 rd - 1 是卵形线 
的光滑参数表示. 


b ) 设 p ⑹是卵形线的这样的参数表示，使得 r ( S ) = p ( e ( s )) (见前一小题). 

证明： r ( s ) 的相对点 R ( s ) = p(0(s) + 7 r ). 

c ) 证明： 曲线 R ( s ) 是正则的. 

18.51 .设 p ⑹是以上题中的角0为参数表示的卵形线.又设 w ( 0 ) 是卵形 
线在点的宽度. 证明： 



wdQ = 2L, 


其中 L 是卵形线的长度. 

18.52 .设 〆 0) 是以角0为参数表示的卵 形线； ⑻和 w ( 0 ) 分别是其曲率 
和宽度. 证明： 

d 2 w 1 1 

l£^ + w== k(e)~ ] ~ k(e-i-7r).. 


18.53. 证明： 曲线 7 在点 M 的曲率等于 7 在点 M 的密切平面上的投影 
的曲率. 

18.54. 用原来的曲线的曲率和挠率表示其渐伸线的曲率和挠率. 

18.55. 广义螺旋线的渐伸线是平面曲线.广义螺旋线的定义见习题 18.20. 


从点 O 引给定曲线的切线的垂线,垂足的集合称为空间曲线关于点 O 的 垂足曲线. 

18.56. 求曲线 r = I •⑴的垂足曲线的方程. 

18.57. 求螺旋线 r(t) = (a cost,asint,ht) 关于坐标原点的垂足曲线.证明: 
它位于以下单叶双曲 面上： 


x 2 y 2 h 2 z 2 


18.58. 设曲线 r = r ⑷的曲率为常数. 证明： 密切球面和密切圆有同样的 
半径. 

18.59. 证明： 半径为 i ? 的球面上的曲线的曲率不可能大于兄 

18.60. 证明： 在球面上的非平面正则光滑曲线不可能有常曲率. 

18.61. 求具有常挠率的球面曲线曲率的一般形状. 

18.62. 证明： 球面曲线由作为弧长的函数的曲率或挠率确定. 

18.63. a ) 证明： 球面上存在常非零挠率的曲线. 

b ) 证明： 球面上不存在有恒正或恒负非零挠率的闭正则曲线. 

c ) 由上一小题推出，球面上有非零定号挠率的曲线不可能是闭的.问题是常 
挠率的球面曲线延伸“多 远”： 它的长度是否必定有限，或者它的长度无穷并且 
稠密地缠绕球面吗？ 
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18.64. 证明： 如果曲线由自然参数 S 的方程 r = r ⑷给定，则密切球面中 
心的径向量由公式 p = r + J Rn +- b , 给定，而密切球面的半径等于 

X 


R a = 



R 2 


18.65. 求曲线的密 切圆： 

a ) r ⑴= (t — sint , 1 — cost ， sini ), 在亡 = 0; 

b ) r ( t ) = (2 t , Ini , t 2 ), 在 i = 1. 

18.66. 求曲线 r ( t ) = ( M 2 ，#) 在点 t = 0 的密切球面的半径. 

18.67. 求下列曲线在任意点的密切球面的 半径： 

a ) r ( t ) = (a cos f，a sin t ，/ it ); b ) r ( t ) = ( e f , e _£ , t \/2); 

c ) r ( t ) = ( e l sint , e l cost , e l ). 

18.68. 证明： 曲线的密切平面交密切球面于同一点的密切圆. 

18.69. 求螺旋线 

r ( i ) = (a cost , a sin / it ) 

的密切球面中心的几何位置. 

18.70. 证明： 若密切球面的半径是常数，则曲线或位于球面上，或有常曲率. 

18.71. 设曲线 7 i 和曲线 72 的每一个都是另一个的密切球面的中心的几何 
位置. 证明： 曲线和 72 的曲率是常数并且相等，它们的密切平面互相垂直，而 
在对应点的挠率的乘积等于曲率的平方. 

18.72. 证明： 如果曲线在每个点与其密切平面有三阶切触，则这条曲线是 
平面曲线. 

18.73. 考察所有可能的过平面正则曲线7的给定点的二阶曲线.说明：它 
们之中有唯一的一条与曲线7有四阶切触.用曲线7的曲率确定这条二阶 
曲线的类型和参数. 

18.74. 从坐标原点向平面曲线 r = r ( S ) 射出一束光线.建立反射光线的包 
络（焦散线）的方程. 

18.75. 如果平面曲线由任意参数的形如 r = r ( t ) 的方程给定，曲线相对于 
坐标原点的焦散线的方程具有怎样的形式？ 

18.76. 方向向量为 e (| e | = 1) 的平行光线投射到由方程 r = r ⑷给定的平 
面曲线上.建立给定曲线的反射光线的包络（焦散线）的方程.考察这样的情形， 
曲线由任意参数的方程 r = r ⑴给定，以及由方程 y = /( ㈡ 给定. 

18.77 . 设 r 1: [0, a ]^ IR 2 是自然参数表示的曲线段，而 r 2 (5) 是曲线 


r2 («) = ri ( s ) + ( a 0 - s ) v ( s ), 


§ 18 . 曲线论（补充习题 ) 


其中 V ⑷是 n ( 5 ) 的切向量， ao > a 是某个常数.说明， r 2 ( s ) 在每个点的切线正 
交于 v ( s ). 

我们注意，曲线 ri 是曲线 r 2 的 渐屈线， 而曲线 r 2 则是曲线 ri 的 渐伸线. 

18.78. 求下列曲线的渐屈线，渐伸线和曲率 半径： 
x 2 2 2 2 

a) P + 庐 =1 ; b ) P _^ = 1 ; 

0, 2 -2p^O; d) |x = a(J-sinO 

Ky = a(l — cost ); 

e ) r = a(l 4 - cosp ) (在极坐标系中)； f)y = a cosh 

a 

g ) r = a<p (在极坐标系中)； h ) r = 2 a 2 cos 2^ (在极坐标系中)； 

i ) r m = a m cos mcp (在极坐标系中)，其中 m 是某个正整数； 

j ) r = acotip (在极坐标系中). 

18.79. 求对数螺线 r = #的渐屈线. 证明： 这是同样的螺线，不过围绕极 

点转动了某个角.求这个角. ' 

18.80. 放在平面: cOy 上的从坐标原点引出的射线绕点 O 均匀转动.在射 
线上的点 M 沿射线这样运动，其速度正比于距离 OM . 在这些条 件下： 

a ) 导出动点的轨迹在以 O 为极点的极坐标中的 方程； 

b ) 说明，在得到的曲线（称为伯努利对数螺线）上切向量同径向量构成定角; 

c ) 对数螺线的这个性质是其特征性质； 

d ) 趋于自己的极点 O 的螺线的长度是有 限的； 

e ) 写出对数螺线的带自然参数的方程； 

f ) 对数螺线的曲率半径正比于从其极点算起的弧长，而这个性质同样是对 
数螺线的特征性质； 

g ) 给定的对数螺线的渐屈线合同于螺线 自身； 

h ) 求对数螺线方程 r = 中参数 a 的值,使得对于这个值，对数螺线的渐 

屈线跟自己重合，即它是自己的法线的包络. 

i ) 每个对数螺线是平面的线性变换的运动群 G 的轨道， G 由带相似系数 
t >0 的相似变换和随平面的一个角为 a = lnt 的旋转（相似中心和旋转中心皆 
在螺线的公共极）组成； 

j ) 对于螺线弧 r = e ^, ^ ^ ^ ^ ^2,指出群 G 的元素，它把此弧变换成同 
一螺线的起点的极坐标为 p = a + 7 T，r = 化 的弧； 弧的像是否有与原来的 
弧同样的张角外 - A ? 

18.81. 求椭圆的渐屈线的奇点.过平面的任意点可以引椭圆的几条法线？ 

18.82. 求圆周的渐伸线. 
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18.83. 求施泰纳 ( Steiner ) 曲线 

^ t 2t “ • t • 2t 

x = 2r cos — r cos — , v = 2r sin - r sin 一 

3 3 ? y 3 3 

在任意点的曲率半径.施泰纳曲线是由半径为 r 的圆周在半径为 3 r 的圆周内滚 
动而生成的圆内旋轮线. 

18.84. 证明： 施泰纳曲线的渐屈线是施泰纳曲线，相似于原曲线，并且相似 
系数是 3. 同时这个渐屈线相对于原曲线旋转 tt /3. 

18.85. 求星形线的渐屈线, 证明： 它的渐屈线是星形线，以相似系数2相似 
于原曲线，并且相对于原曲线旋转角 tt /2. 我们指出，星形线是半径为 r 的圆周 
在半径为 4 r 的圆周内滚动而生成的圆内旋轮线.进而，本题中表述的星形线的 
性质类似于施泰纳曲线（见上题）的性质. 

18.86. 半径为 r 的圆周在半径为丑的圆周内滚动生成圆内旋轮线，针对不 
同的比值丑 / r 研究圆内旋轮线（见习题 18.84 和 18.85). 

18.87. 求笛卡儿叶形线 

3at 3at 2 

y = TT¥ 

的渐屈线. 

18.88. 一平面曲线的曲率等于其渐屈线（在对应点）的曲率，求其曲率. 

18.89. 由曲线的自然方程建立其渐屈线的自然方程. 

18.90. 由曲线的自然方程建立其渐伸线的自然方程. 

18.91. 证明下列 断言： 

a ) 渐屈线的切线是原曲线的法线； 

b ) 曲线的切线族的任意正交曲线是原曲线的渐 伸线； 

c ) 渐屈线的弧长等于原曲线对应点的曲率半径之差的绝 对值； 

d ) 渐屈线的曲率半径等于 

1 d ( R 2 ) 

2 ds ’ 

其中 i ? 是原曲线的曲率半径. 

18.92. 设非平面曲线具有非零常曲率，又设它的挠率异于零.考察这条曲 
线的曲率中心的集合.把得到的曲线记做^证明：曲线 7 *的曲率是常数求 
7* 的挠率. 

18.93. 设光滑曲线 C 由方程 r = I ■⑴给定，这里吵）定义在闭区间 

上.设在某个点 M 导数不共面. 证明： 曲线 C 在点 M 的密切平面穿 
过曲线 
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18.94. 设光滑曲线 C 由方程 r = r ■⑴给定，这里 r ⑷定义在闭区间卜， 6] 
上.设在某个点 M ( t ) 向量 r ' G ) 不平行于向量 r " ⑴.计算极限 

1. d 

A™0 |Atp , 

其中 d 是点 M(i + At ) 到曲线 C 在点 M ( t ) 的密切平面的距离.考察曲线由带 
自然参数的方程 r = r ( S ) 给定的特殊情形. 

18.95. 证明： 在 K < 0的曲面上的渐近曲线的挠率等于 

18.96. 设旋转曲面的曲率是严格负的.在此曲面上是否存在闭渐近曲线？ 

设 r = r ( S ) ( S € [0, a ]) 是平面分段正则 C 2 类由自然参数表示的参数曲线.称数 

. /； kds + Erjo 1 Ae i 

V(s ) = 2^ 

为这条曲线的旋转指标（数)，其中 / c 是曲线的曲率， Si ( 0 ^ i ^ n - 1 ) 是非正则点， V -( Si ) = 
lim v ( s ), v + ( si ) = lim v ( s ), A 氏是向量 v _ ( Si ) 和 v + ( sj ) 之间的夹角（见图 79). 

s>sT s>s- 



图 79 曲线的旋转指标 

18.97. 计算由下列方程给定的曲线的旋转 指标： 

a) r ( t ) = (a + pcost, psint), 0 彡 t < 27r, \ a \ < p\ 

b) r ( t ) = (a + pcos^ psin t ), 0 0 < p < \ a \: 
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c) r ( t ) = (pcos 2t, — psm 2 t ), 0 彡 t 彡 2兀， p > 0; 

d) r ( t ) = cost, sint), 0 < i ^ 27r; 

e) r ( t ) = (2 cos i, — sin t ) , 0 彡 t 彡 6 丌； 


f ) r ( t ) = ( cost , sin 2 t ), 0 ^ t ^ 2 tt . 

18.98. 设 7 C R 2 是闭曲线（不必是简单的，即允许自相交). 证明: 



^ 47 T / U )( x ) dx , 

Jr 2 


其中函数 u ;{ x ) 是曲线7围绕点 Z 的旋转指标. 


18.99. 证明： 如果 r ( s ) 是简单闭正则平面曲线，则这条曲线的切线像 ik 


[0 : L ] 是到上的映射. 

18.100. 证明： 如果 r = r ( S ) 是正则闭曲线，则它的切球面像不可能位于任 
何开半球面上. 


18.101. 证明： 正则闭曲线的切球面像不可能位于任何闭半球面上，例外的 
情形是,切球面像是界定半球面的大圆. 

18.102 . 设 7 是单位球面炉上的光滑闭曲线. 证明： 它包含在开半球面上， 
如果： 


a ) 曲线 7 的长度丨严格小于2冗； 

b ) 曲线7的长度等于 27 T ， 但是曲线不是两个大半圆周的并集. 


对于由自然参数表示的长度为 L 的空间曲线 r = r [ s)M f L xds 称为它的全挠率.我 

Jo 

们注意到，上面对于沿曲线的自然参数定义的 R 3 中的曲线的全曲率和全烧率可以用任意参 
数 f 计算.这时，比如对于挠率的表达式有形式 


I X( 叫芸 1朮 


其中 0 = ^0)， b = t ( L ). 

18.103. 利用习题 18.100-18.102 的结果证明下列 断言： 闭简单曲线 7 的全 
曲率不小于 2 tt ， 并且当且仅当7是平面凸曲线时，它等于 2 tt (芬切尔 ( Fenchel ) 
定理). 

18.104 . 设7是空间闭曲线.假定对于某个实数丑 >0有0彡 l /丑. 证 
明曲线 7 的长度 Z 满足不等式 Z > 2 ttR . 

18.105. 计算椭圆 

”⑷= (2 cost , sin ^,0) (0 ^ 2丌） 

的切球面像.考虑到芬切尔定理，关于这个像可以说什么？ 


§ 18 . 曲线论（补充习题) 


. 113 . 


考察 R 3 中的二维标准单位球面 S 2 . 球面的定向大圆的集合与同一球面炉的点的集合 
——对应.这个对应以下列方式建立.每个大圆必须对应垂直于圆周平面并且以坐标原点为 
起点的单位正法向量的端点.这里，法向量称为正的，如果沿图示的大圆方向旋转，右手拔塞 
钻正是沿该法向量的方向前进（见图 80). 



图80 

我们将把定向大圆集合对应的炉的点的集合的测度称为定向大圆集合的测度. 

如果 x e S 2 , 则用 ^ = 表示对应于点: c 的定向大圆.对于球面上的正则曲线7,用 

n ^ x ) 表示 7 门:中点的数目（可能是无穷).我们注意 n 7 ( x ) 不依赖于参数的选取. 

18.106 . 设 7 是球面沪上的长度为 Z 的曲线.证 明：与 7 相交的定向大圆 

集合的测度等于 4 〖.换言之，/ n 1 { w)da = 41 (克罗夫顿 （ Crofton ) 公式). 

Js 2 

R 3 中的闭简单曲线 7 称为 不打结的， 如果存在 一一 映射分：乃 2 — 股 3 (乃 2 是单位圆 
盘)，它把圆盘 D 2 的边界 S 1 映射到曲线 7 的像.在相反的情形，曲线称为 打结的. 

18.107. 证明： 如果 7 是简单打结正则曲线，则它的全曲率大于或等于 4 tt . 

18.108. 利用克罗夫顿公式 证明： 对于空间任意闭正则曲线，它的全曲率 

J k ( s ) ds 不小于 2 tt (芬切尔定理的特殊情形). 

18.109. 设对于闭光滑正则曲线 7 ,其副法球面像不自交. 证明： 此时对于 
曲线7的定向曲率成立不等式 

— 2 tt < I k ( s)ds < 27 r , 

Jo 

其中 Z 是 7 的弧长.由此推出曲线 7 的曲率必然改变符号. 

18.110. 证明： 对于任意实数 r 存在这样的闭曲线 7 ,使得它的全挠率 

J xds r . 

7 18.111. 证明： 对于闭曲线 7 , 如果它由形如 r = r ⑷的方程给定，并且位 
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于球面上，则它的全烧率/ 等于零. 

18.112. 设 M 是 M 3 中这样的曲面，使得对于所有位于 M 上的闭曲线 7 有 

/ nds = 0. 证明： M 是平面或球面的一部分. 

Jl 

18.113. 证明： 对于任意球面闭曲线7,积分 j ^ ds 等于零. 

18.114. 求在曲面 r = (u cosv , usmv , av ) 上的曲线 w = const 的测地曲率. 

18.115. 求度量为 

ds2 = d^_d^ 

V 1 

的上半平面中的曲线 ax + + c = 0 的测地曲率. 

18.116. 证明： 如果平面闭正则曲线的每条法线把它分成两个相等的部分， 
则这条曲线是圆周. 

18.117. 证明下列 断言： 周期为 S 的周期函数 fc ( S ) 是某条平面闭曲线的曲 
率函数，当且仅当下列两个等式 成立： 



COS 



k ( t)dt + C 


ds = 0^ 


其中 c 是某个常数. 




从定点 O 到曲线在点 r ( i ) 的曲线的变动切线的距离 / i («) 称为平面曲线 r = r ( f ) 的支 
撑函数. 


18.118. 设给定平面凸曲线.此时可以取角 a 作为曲线的参数，这个角由在 
曲线的点的切线同平面上的一个定方向构成. 证明： 对于这条曲线的曲率半径成 
立公式 

■ R ( a ) = h ( a ) + "〃( a ), 


其中 / i ( a ) 是支撑函数. 

18.119. 证明： 由平面凸正则闭曲线7界定的区域的面积等于 S 
这里/ I ⑴是给定曲线的支撑函数. 



h ( t)dt 


7 


18.120. 设平面凸正则闭曲线 L 界定面积为 S 的区域.设丑是外接圆的半 


径，而 r 是内接圆的半径.证明下列不 等式: 


a ) L 2 — 4 nS ^ 0; 

C) L 2 — 4 ttS ^ 7T 


1 

R 


b) L 2 — 4 ttS ^ 7 r 2 (R — r) : 

d ) 〜似假 


e) 


vr it/ 

L - y / U^AixS ^ 〜 L + y / L 2 - 4 tt 5 

- ^ -- 2^ - ， 
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并且仅当曲线是圆周时等号成立. 

18.121. 证明： 只有四个顶点的卵形线与任意圆周最多有四个交点. 

18.122. 证明： 如果卵形线交某个圆周于 2 n 个点，则它至少有 2 n 个顶点. 

18.123 . 设7是常曲率的空间曲线，而 7* 是它的曲率中心的集合.证明：曲 
线 7 * 与 7 有同样的曲率.再证明：曲线 7 是曲线 7 * 的曲率中心的集合. 

18.124. 证明： 密切球面有常半径当且仅当曲线或在球面上，或有常曲率. 

18.125. 证明： 由形式 

b ⑴ x I ( t )) dt 

给定的空间曲线的挠率是常数％.这里 b ⑴是单位球面上的任意曲线，而％是 
任意非零实数. 

反之，任意有异于零的常挠率％的空间曲线对于适当的曲线 b ⑴可以表示 
成上述形式. 

18.126. 证明： 任意非常曲率的曲线，如果满足关系 



(f ) 2 =中 



则它位于半径为 i ? 的球面上. 

18.127. 证明： 如果曲线位于球面上，那么它的曲率和挠率满足关系 



反之，如果某条曲线的曲率和挠率满足这个关系，则曲线位于一个球面上. 

18.128. 如果空间曲线的曲率和挠率不是零，则曲线是球面曲线，当且仅当 

k ds \ nk 2 ds / 

如果令 p =^ a -J xds , 那么方程可以写成下列 形式： 


d 2 p 




da 2 


+ p = 0. 


18.129. 证明： 对于位于球面上的一般位置的曲线，前三个习题中的关系等 
价（同时参见习题 4 . 52 ). 

18.130. 证明： 对于任意数為存在这样的双正则闭曲线，使得/ ^彡儿 
我们提醒，曲线称为双正则的，如果^ / 0,并且 f / 0. 
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18.131. 如果平面曲线同张在它的两个端点的弦一起围成一个凸区域，则当 
卷曲曲线时，即以带同样曲率的空间曲线代替它时，弦的长度增加. 

18.132 . 设7是正则光滑闭曲线. 证明： 曲线曲率为零的点的所有切线方向 
的集合，其角测度为零;切于曲线多于一点（切点具有非零曲率）的方向，只有有 
限个 • 

18.133. 证明雅可比 定理： 如果闭曲线的主法球面像没有自交点，则它分球 
面成面积相等的两部分. 


§19. 黎曼度量（补充习题) 


19.1. 证明： 在罗巴切夫斯基平面上的直角三角形内，从斜边的中点引到一 
条直角边的垂线小于另一条直角边的一半. 

19.2. 设三个点属于一条直线，而点 D 不属于它.证明在下述情况 
下，线段 DA , DB 、 DC 的中点不在一条直 线上： 

a ) 在球 面上； b ) 在罗巴切夫斯基平面上. 

我们提醒，在欧几里得平面上这个事实不成立（参见图 81). 



D 



在 R 2 上 


S 81 


19.3. 考察罗巴切夫斯基平面在半径为1的开圆上的庞加莱模型,其度量是 


ds 



4 

(1 — U 2 — V 2 ) 


- ( du 2 + dv 2 ). 


考察由方程^ = 0给定的圆的直径.如所周知，它是罗巴切夫斯基平面上的直线. 
求这条直线的等距线. 

19.4. 对于罗巴切夫斯基平面在上半平面的模型，求由直线界定的三角形的 
面积： 

a ) x = — a 、 x = a ， x 2 + y 2 = a 2 ; 

b ) x = a ， x = 2 a ， (x — a) 2 + y 2 = a 2 ; 

c ) x = 0^ x — a /2， x 2 + y 2 = 4 a 2 ; 
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d) x = 0, x — a/2, x 2 + y 2 = a 2 ; 

e) x = —a, x = a, x 2 + y 2 = 4a 2 ; 

i ) x — —a, x = a , x 2 + y 2 = 2a 2 ; 

g) 2 : = a, x = b，(x — a ) 2 + y 2 = 2 b 2 . 

19.5. 对于罗巴切夫斯基平面在上半平面的模型，求顶点为（_ 2 , 2 ), (0,2), 
(2,2) 的三角形的面积. 

19.6. 对于罗巴切夫斯基平面在上半平面的模型，求由直线 x = 0, x = a, 
y = a/2, y = a 所界定的四边形的面积. 

19.7. 对于罗巴切夫斯基平面在上半平面的模型，求顶点为 (0,aVT2), 
(0,2a), (a,a), (a,a%/5) 的四边形的 面积. 

19.8. 带沿经线的截口的贝尔特拉米伪球面等距于带罗巴切夫斯基度量（庞 
加莱模型）的圆内的怎样的区域？（没有截口的）贝尔特拉米伪球面的万有覆叠 
空间等距于怎样的区域？ 

说明.在沿经线切开时，贝尔特拉米伪球面等距于 罗巴切 夫斯基平面上的区域，这个区域 
的边界称为 极限圆 （参见图 82 ). 



图82 


19.9. 考察在上半平面的模型中的罗巴切夫斯基平面的具有同一个给定不 


动点 x 0 6 M 的形如 2 


H 鵠的等距的集合。求罗巴切夫斯基平面的任意 


一 个点在 G 作用下的轨道. 

19.10. 考察在上半平面的模型中的罗巴切夫斯基平面的具有同样的两个给 

-TT- — r I— n jLL XT/ 丄一 QtZ b rtr- H 八 一 - 畫、 n-rt I 一 一 T-rt — ^ 


定不动点 xi , x 2 e R 的形如 2 


cz + d 


的等距的集合 G . 求罗巴切夫斯基平面 


的任意一个点在 G 作用下的轨道. 


az + b 


19.11. 求分式线性变换 u ; = 对 于它: 

cz + a 

a ) 上半平面映射到自身，并且 w (0) = 1, w(l 


1， w ( l ) = 2, w (2) = oc ; 
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b ) 上半平面映射到单位圆，并且 w ⑴= 0， arg «/( i ) = -7 r /2; 

c ) 上半平面映射到单位圆，并且 w(-l) = h ^(0) = h w ⑴二 -1: 

d ) 单位圆映射到下半平面,并且 ^(1) = 1, w(i) == 0, w(-i) = -1; 

e ) 单位圆映射到上半平面，并且 u ;(-1) = oo , w ⑴= 0， it ; ⑷=1; 

f ) 单位圆映射到自身，并且 w{l/2) = 0, argw /( l / 2 ) = tt/2. 

19.12. 考察罗巴切夫斯基平面上的三角形 ABC , 其外接圆的直径是边 


证明： 对于三角形 ABC , 成立等式 ZC = ZA -^ ZB . 

19.13. 考察罗巴切夫斯基平面上的边长为 a ， b，c 的三角形.设 r 是内切圆 
半 径义和 m a 分别是引到边 a 的角平分线和中线，边 a 的对角是 a . 证明 等式: 

2sinh6sinhccos(a/2) 


a) tanh/ a 


b) cosh m a 


sinh(6 + c) ’ 
cosh[(6 4- c)/2] cosh[(6 — c)/2] 

cosh(a/2) 


c) tanh 2 r = - a) sinh(p - b) sinh(p - c) ； 其中 p 

sinhp 

19.14. 考察由公式 


(a + 6 + c). 


(x ， y) ^ 


x 


\/l- x 2 - 


= _ y 

y 2 + 1, yjl- x 2 - y 2 + 1 



给定的中心在原点的单位圆的变换. 

a ) 证明： 这时单位圆微分同胚映射到自身. 

b ) 计算在所给的变换下，罗巴切夫斯基平面的度量所转换到的度量. 

c ) 求 b ) 小题的度量的克里斯托费尔符号. 

d ) 计算按 b ) 小题的度量沿单位圆的弦的平行移动. 

e ) 求 b ) 小题的度量的测地线. 

19.15. 在单位圆 x 2 +y 2 <1 内考察由矩阵 



给出的度量.证明：变换 


x = x cos a — y sin a, y 


x l sin a + cos a 


是这个度量的运动变换. 

19.16. 证明： 由平面 + + (i = l ,2) 给定的在中心为坐标原 

点的单位球面 S 2 上的圆周之间的交角^按下列公式 计算： 

CL\b\ + £12^2 + CiC2 — d\d2 

COS (£) — — • -- —~ • — • 

\Jq\ + 6? + c? - d\ \Ja\ + 
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19.17. 计算 IR 3 中曲面的第一基本形式: 


a ) r ( u , v ) 

b ) r ( u ^ v ) 




(单叶双曲 面); 


1 /V+l v — u uv — ] 
a - , b - , c - 

V U l ； 十 tz v u 


c ) r ( u ， v )= (音 ( u _ S ) 




-) (单叶双曲 面)： 

t / 

^ sinu ^^+ i )) (双叶双曲 面); 


d ) r(u,v) = (vy/pcosu^ Vy/qsinu y v 2 /2) (摘圆抛物面); 


e ) r ( u , v ) 

f ) v ( u , v ) 

g ) r ( u , v ) 


{{u + v ) y / p , (u - v ) y / q , 2 uv ) (双曲抛物面) 
( acosw ， bsintx ，?;） （摘圆柱面)； 


2 V u)" 


~2\ U ~u 


), v ) 曲柱面). 


在下面的习题 19.18 和 19.19 中，证明所考察的曲面是二次曲面，并且确定 
其类型. 

19.18. 求曲面的第一基本 形式： 


a cosh u cos z ;, 


a cosh w sin V ， 


csinhu ^ a , c = const 


19.19. 求曲面的第一基本形式: 


x = asinhucosu ， y = asinhusinv^ z = ccoshw, a，c = const. 

19.20. 证明： 通过适当选取旋转曲面上的曲线坐标，其第一基本形式可以 
化简为形式 

ds 2 = du 2 + G ( u ) dv 2 . 

19.21. 把球面，环面，悬链面和贝尔特拉米伪球面的第一基本形式化简为 

形式 

ds 2 = du 2 + G ( u ) dv 2 . 

19.22. 曲面上的曲线坐标系称为 等溫 (有时称为共形）坐标系，如果在这 
个坐标系中的第一基本形式有形式 

ds 2 = X ( u , v )( du 2 4- dv 2 ). 

求贝尔特拉米伪球面上的等温坐标系. 

19.23. 如果曲面的第一基本形式可以化简为形式 

ds 2 = ( f ( u )+ g ( v )) ( du 2 + dv 2 ), 

则称它为刘维尔曲面. 证明： 局部等距于旋转曲面的曲面是刘维尔曲面. 

19.24. 证明： 任意旋转曲面可以局部共形映射到平面. 


.120 . 


第二部分 


19.25. 证明： 度量心 2 =血 2 + f(x)dy 2 (0 < f(x) < oo ) 可以化简到形式 

ds 2 = g(u, v)(du 2 + dv 2 ) 


(等温坐标). 

19.26. 对于旋转曲面 


x = f ( r ) cos tp , y = f ( r ) sin ^?, z = g ( r ), 

其中 w G ( a , 6), (p e [0,2 tt ]， 求等温坐标其中 p = y / u 2 -\- v 2 是 r 的函数. 
特别地，对于悬链面 


x = cosh 2 cos p ， y = cosh 2 ： sin w ， 




求它在这样的等温坐标中的径向量的表示. 


19.27. 在坐标为 ; c ， y 的平面上给定矩阵值函数 F ( x , y ). 验证函数 F 定义 
黎曼度量.求在其中度量有形式 du 2 + G(u)dv 2 的 坐标： 

/l + 2 x 2 Axy 
a ) F{x,y) = I 

\ Axy 1 + 2y 


b ) F(x ， y) 


1 + 16x 2 (x 2 + y 2 ) 2 I6xy(x 2 + y 2 ) 2 
16xy(x 2 + y 2 ) 2 1 + I6y 2 (x 2 + y 2 ) 2 


c ) 在单位圆中， F(x,y) 


1 


l — x 2 — y 2 


- y 

xy 


2 


xy 
l — x 2 


d) F(x,y) 


1 / 4x 2 + (x 2 + y 2 ) 4 4xy 

(^ 2 + y 2 ) 4 \ 4xy 4y 2 + (x 2 + y 2 ) 4 


19.28. 证明： 在任意实解析曲面 M 2 上可以引进局部等温坐标. 

19.29. 证明：球面到平面的任意共形映射是球面到自身的运动和球面到这 
个平面的球极平面投影的复合（参见图 83). 

19.30. 地球曲面的麦卡托投影以下列方式定义.在地图上引人这样的直角 
坐标 (x ， y), 地图上的任意直线对应地球曲面上的常方位角（罗盘指针的固定位 
置）的曲线（参见图 84 ). 

a ) 证明： 地球上球面坐标为 ㈣ )的点的麦卡托投影对应地图上坐标为 

x = <p, y — In cot (^/2 ) 的点 _ 

b ) 在麦卡托投影的坐标 ： r ， y 中写出球面的度量. 

19.31. 求狭义相对论中的速度的二维空间的度量. 

19.32. 在前一个习题中引进坐标变换1； — tanh X ( v 是动点的速度). 

19.33. 在单位圆的极坐标系中写出前一题的度量. 
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图83 球面到平面的球极平面投影 




图84 麦卡托投影 


19.34. 证明： 在二次曲面类中任意非零曲率的二次曲面唯一决定自身的度 
量，甚至是局部地决定.我们说曲面 S 唯一决定自身的度量，如果任意等距于它 
的曲面从 S 通过（可能要和关于镜面的反射复合的）运动而得到. 

19.35. 设在平面上给定两个等距的区域，证明它们是合同的. 
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19.36. 证明： 在球面上的两个等距的区域， 一 个总可以从另一个通过空间 
的旋转得到，即它们合同. 

19.37. 设在柱面上给定两个等距区域.它们必定在 R 3 中合同吗？指出柱面 
上的任意两个等距的区域在 M 3 中合同应满足的条件. 

19.38. 考察贝尔特拉米伪球面上的所有可能的内蕴半径同为 r 的圆.说明， 
这些圆哪些在 R 3 中是合同的，哪些不是合同的. 

19.39. 度量 c / s 2 = 4 ( dx 2 + dy 2 ) 和 ds 2 = ( dx 2 H - dy 2 ), a / 6， 0 < r 2 = 

x 2 + y 2 < oo 是否等距？求它们中的每一个在 IR 3 中柱面上的实现. 

19.40. 证明： 三维空间的任意曲面可以经过“出口”弯曲到四维空间. 

19.41. 证明： 两个同胚于圆环的完全柱面等距，当且仅当它们的垂直于母 
线的平面截口有同样的长度. 

19.42. 构造柱面 x = Rcos ( f , y = Rsm ( f , z = z , 0 彡 p 彡2兀， 一 oo ( z 
+DO 上的区域 M 义屮之屮 2 、 ZX 4 Z 4 Z 2 到任意具有已知参数的直圆锥上的等 
距的区域的等距映射. 

19.43. 给出开单位圆内的完备欧几里得度量的例子. 

19.44. 证明： 紧致完备局部凸曲面是整体凸的. 

19.45. 证明： 单连通局部欧几里得二维流形整体等距于具有标准度量 

dx 2 + dy 2 


的欧几里得平面. 

19.46. 证明： 在圆内不可能给出等温形式的完备欧几里得度量. 

19.47. 在变量 ( x ， y ) 的某个变化区域中给定系数 E ( x ) > 0, G ( y ) > 0连续 
的度量 


ds 2 = E { x ) dx 2 + G ( y ) dy 2 , 


证明： 

a ) 这个度量是局部欧几里 得的； 

b ) 如果这个度量给在闭单连通区域中，则它可以连续延拓到区域的凸包的 
内部； 

c ) 如果这个度量给在多连通区域中，则它可以连续延拓到区域的外边界的 
凸包所界定的区 域内； 

d ) 这个度量整体上是欧几里得的，即它的定义域可以整体上等距映射到具 
有标准度量 du 2 + dv 2 的欧几里得平面内. 

在关于区域和系数的怎样的条件下，这个度量是完备的？ 


19.48. 给定度量 


§19. 黎曼度置（补充习题) 


• 123 . 


ds 2 = 




d ( f 2 . 


a) 认为是 x,y 平面上的极坐标，证明这个度量在整个圆 D : x 2 +y 2 = 
r 2 <l 内是非退化的. 

b) 求所有从坐标原点出发的测地线，并且确定对于 p 和 g 的怎样的值这个 
度量在圆 £) 内是完备的. 

c) 证明这个度量仅当 p = 4, q = 2 时是局部欧几里得度量，并且对于这样 
的 P 和 g 求它的到具有标准度量的欧几里得平面的等距映射. 

19.49. 具有径向量 a: = ucosv , y = it sin z = hv + f ( u ) 的曲面称为一'般 
螺旋面. 

a) 验证，在 V 在长度为 2tt 的某个区间上变化对应的部分， 一 般螺旋面被通 
xLOz 轴的平面截得的截口由合同于曲线 2 = /( x ), y = 0 的曲线组成. 

b) 证明： 当 /i = 0 时一般螺旋面变为旋转曲面，而当 /( w ) 为常数时一般螺 
旋面变为螺旋面. 

c) 证明布尔 定理： 一般螺旋面的度量等距于形式如 


ds 2 = dU 2 + G ( U ) dip 2 


的在旋转曲面上实现的度量，即任意一般螺旋面局部等距于某一个旋转曲面，并 
且反之，任意旋转曲面在其除极点之外的任意点的一个邻域内局部等距于某个 
一般螺旋面. 

d ) 布尔定理可以变得更 精细： 一般螺旋面可叠加在某个旋转曲面上，即保持 
度量连续变形，或者说，弯曲成旋转曲面. 

e ) 一般螺旋面 S 允许沿自身滑动弯曲，即存在由径向量的对应规律 
r(u ， v't)=r(u，v + t) 表示的形变映射 S t ' S — S u 它把曲面 S 上的点转换为同 
一 曲面上的另一个点，并且保持度量.这时，在 S 上的两个点之间的距离等于它 
们在&上的像之间的距离. 证明： 这个弯曲是平凡的，即它由整个曲面在空间 

,内像刚体那样运动而得到. 

19.50. 证明： 如果曲面允许沿自身滑动弯曲，则它的度量等距于旋转曲面 
的度量. 

19.51. 把椭球面 + ^ = 1表示成参数形式 

x = uf(v) cosi ;， y = uf(v) siriVy z = g(u)^ 


其中 


f ( v ) 


ab 


\ a 2 sin 2 v + 6 2 cos 2 v 


g { u ) = cyl — u 2 . 
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以这样的方式选取函数 祇 V )， 使得带参数 （ 的形变 

x = u \ J / 2 — t 2 cos -0, y — us / f 2 — t 2 sin ^, z = j y / g f2 + t du 

是椭球面的某个部分的弯曲.在椭球面的怎样的区域，对于小的《，这个形变是 
伸展的？ 

§20. 高斯曲率和平均曲率 

在习题 20.1-20.4 中求曲面的第二基本形式. 

20*1. a ) r ( u ^ v ) = (a cosh u cos v , a cosh u sin v , c sinh u ) ; 
b ) r ( w , v ) = (a sinh u cos a sinh u sin v , c cosh u ) ; 

20.2« r ( u , v ) = (u cosv , u sin t ;, u 2 ) • 

20.3« r ( u , v ) = ( iZcosr ， J ? sint ;， u ), 

20.4. r ( u ? v ) = ( ucosi；，wsinrX 

20.5. 证明： 如果 /⑻ 是导数异于零的任意光滑函数，则直圆锥面 

x = ucosv ^ y = usinVj z = f ( v ) 

的两个主曲率有不同的符号. 

20.6. 求给定曲线的副法线组成的曲面的高斯曲率和平均曲率. 

20.7. 求给定曲线的主法线组成的曲面的髙斯曲率和平均曲率. 

20.8. 验证，对于旋转环面,全高斯曲率等于零,而全平均曲率异于零， BP 

JJ KdS =0, JJ HdS ^ 0. 

我们提醒 ， jj KdS = Q 对于任意环面成立. 

20.9. 求如下曲面的曲 率线： 

a . 、 b , 、 uv 

x = -( u - v ), y = - (u + v ), 

20.10. 求如下正螺旋面的曲 率线： 

x = ncosv , y = usinv ^ z = av . 

20.11. 证明： 当螺旋面 


x = ucosv ^ y = usmv ^ z = av 
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等距叠合到悬链面 

x = yju 2 + a 2 cost;, y = \/u 2 + a 2 sin % z = ala (u-\- *\/w 2 + a 2 ) 

时，曲率线对应为渐近曲线. 

20.12. 求曲面 


r ( s ， w ) = p ( s ) + f(u)a.-\- g(u)(v(s) x a ) 

的曲率线，其中 v ( s ) = p ( s ), | v ⑷ I = 1， ( v ( s ), a ) =： 0, | a | = 1 ， a 是常向量. 

20.13. 由方程 p = p ⑷给定平面曲线 7 ,其中 s 是自然 参数 ； fc A : ⑷是 
它的曲率， 0 < fc < 1 /a; n 是 7 的主法向量, b 是曲线 7 所在平面的单位法向量. 
由方程 

r ( 茂， W) = P(s) + an(s) cos <p~h ab sirup 

给定 曲面& 

a) 验证曲面 S 正则. ， 

b) 求曲面 S 的高斯曲率. 

c) 求曲面 S 的平均曲率. 

d) 求曲面 S 的曲率线. 

20.14. 求曲面 


r(s, (f) = p(s) + an(s) cos 9? + ab(s) sin (p 

的曲率线，其中 n 和 b 是曲线 p = P ( s ) 的单位主法向量和副法向量， s 是自然 
参数，其曲率 A : ⑷< 1/ a ， 挠率为 ^{ s ). 

20.15. 求如下曲面的曲 率线： 



20.16. 假设曲面的第一基本形式是 

ds 2 = Edu 2 -j- Gdv 2 . 


证明： 

K = __L_ [ d (9E/dv\ d(dG/du\ 1 
2\/EG \dv\ y/EG J du\ y/EG J )' 

20.17. 求关于某个坐标系的曲面的高斯曲率,在此坐标系中，曲面的第一基 
本形式是 


ds 2 = du 2 + G(u, v)dv 2 . 
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20.18. 求曲面的高斯曲率，其第一基本形式是 


ds 2 = B(u, v)(du 2 -h dv 2 ). 


20.19. 


求曲面的高斯曲率，其第一基本形式是 



20.20. 证明： 二维曲面的高斯曲率 K 仅由其度量表示，即可由第一基本形 
式的系数以及它们的导数表示.由此得到高斯曲率在曲面的等距变换下不变. 

20.21. 是否可以选取使得曲面 

r(u, 6) = (^p(u) cos A0, <p(u) sin X0^ ^p(u)) 


的高斯曲率是 i ? 

a ) 求不同于球面的例子. 

b ) 描述所有这样的曲面（参见习题 6.4). 

20.22. 是否可以选取 A ， v ^， 使得曲面 

r ( u , 0) = {^( u ) cos X 0, ^ f ( u ) sin ^( u )) 

的高斯曲率是 -1? 求不同于伪球面的例子. 

20.23. 证明： 任意常负曲率的曲面属于下列三个类型 之一： 

1) 明金 （ MMH / prar , Minding ) 线轴（看起来像中国灯笼)； 

2) 明金陀螺，在转动轴上有 尖点； 

3) 贝尔特拉米伪球面. 

对应这三种类型曲面的母线画在图85, 86中. 

20.24. 证明： 每个旋转曲面（闭的或带沿讳线的边界）允许在旋转曲面类中 
弯曲，纬线映射到纬线，并且保持面积形式. 

20.25. 证明： 在空间 M 3 中的投影映射下，曲面的点是椭圆点，双曲点或平 
点的性质保持不变. 

20.26. 证明： 任意二次曲面的所有点有同样的类型（摘圆，双曲或抛物). 

20.27. 设在等温坐标 { u , v ) 中曲面由形式如 

x = ReFi ( u ;), y = Re ^^), 2 = ReF 3 ( w ) 

的方程给定，其中 Fk ( w ) (k = 1,2,3) 是复变量 w = u + iv 的解析函数.这样的 
表示称为 魏尔斯特拉斯表示. 

a ) 为了使曲面是极小曲面，这些函数应当满足什么样的必要与充分条件？ 


离斯曲率和平均曲率 
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a 85 




图86明金线轴，明金陀螺，贝尔特拉米伪球面 


b ) 计算这个极小曲面的度量形式. 

20.28. 设由魏尔斯特拉斯表示（见习题 20.27) 给定的极小曲面 M 经形如 


X == 


Re ( Fx ( u ;) e ^), 


Re { F 2 ( w ) e u ), 


z = 


Re { F 3 ( w ) e u ) 


的带形变参数 i 的形变 M t . 证明下列断言的正 确性： 

a ) 这个形变是曲面 M 的弯曲.特别地，所有曲面 M t 是互相等 距的； 

b ) 弯曲在极小曲面类中发生； 

c ) 所有曲面在等距中的对应点有平行的法线. 

20.29. 由习题 20.28 中的公式定义的极小曲面称为 伴随的. 证明： 如果极 
小曲面的弯曲在极小曲面类中发生，则仅在伴随极小曲面族中发生. 

20.30. 考察曲面 M : 


: u 3 + 4uv 2 y 


V — -v 3 -h 4 u 2 v^ 


2 ：= 


2( u 2 - v 2 ) 





.128 . 


第二部分 


和它的形变 M t: 


x = u — (香 以 3 — 4m; 2 ) cos 2 亡 + (4w 2 u _ 舍 r 3 ) sin 

y = v + (差 u 3 — 4wu 2 ) sin 2 t + (4w 2 v — 昏 u 3 ) cos 2 t 


2( u 2 — v z ) cost — Auv sint . 


2 


证明： 这个形变是弯曲，并且初始曲面 M 和它的所有形变 M t 是极小曲面.对 
于参数的怎样的值，曲面 M t 是曲面 My 的镜面像（关于平面的反射)？ 

20.31. 设曲面 M 是这样的,存在到其中心对称像的连续弯曲.在这种 
情形下,就说 M 可叠加在 M * 上. 证明： M 也可叠加在自己（关于平面的反射) 
的镜面像上. 

20.32. 证明： 极小曲面可叠加在自己的镜面像上. 

20.33. 证明： 在常高斯曲率的曲面上的两个任意点的邻域有三参数的把一 
个邻域映射到另一个邻域的等距映射的族.我们指出，这时这些邻域的中心不必 
一个转换为另一个. 

20.34. 证明： 不存在这样的 曲面： 在其上两个任意点的邻域有恰好两个参 
数的一个邻域映射到另一个邻域的等距映射的族（参见上一个习题).我们指出, 
有恰好一个参数的等距族的曲面存在.非常高斯曲率的旋转曲面是这样的曲面. 

20.35. 证明： 如果两个等距的曲面在等距对应的点有平行的法线，则它们 
的平均曲率或相等，或异号. 

20.36. 证明： 如果两个等距的曲面在等距对应的点有平行的法线，并且至 
少有一个曲面的平均曲率不等于零，则这两个曲面合同.如果两个曲面都是极小 
曲面,那么它们可以是不合同的. 此外， 任意极小曲面允许这样的弯曲，使得在等 
距下的对应点保持法线方向. 

20.37. 设已知两个度量 ds 2 =叫和 da 2 = (1 ^ ^ n ) 

局部等距.导出等距/: ㈦ 4 (0 应当满足的方程组，其中 （ U ) 和⑹表示在给 
定度量的两个区域的对应点的邻域. 考察 n = 2 这个特殊情形,并且指出在这种 
情形未知映射的求解归结为解拟线性方程组. 

20.38. 在参数为 ( u , v ) 的平面上给定度量 


ds 2 = e ~ 2u2 ( du 2 + dv 2 ). 


证实这是正高斯曲率的度量，它不可能在 R 3 中的任何凸曲面上实现. 

20.39. a ) 验证度量 


ds 


2 


du 2 + dv 2 

- Kr 2 (A + ln { l / r )) 2 


§21. 著名二维曲面的参数表示 
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有常高斯曲率 K <0, 其中 r 2 = u 2 -\- v 2 . 

b ) 这个度量在圆环0 < r < 〆 内完备吗? 

20.40. a ) 验证度量 


n 2 v 2a^2 

ds2 ^ (l-^ r 2a)2 (du 2 +dv 2 ) 

有常高斯曲率 X<0, 其中 r 2 = w 2 + w 2 , 而 A = - K / A . 

b) 设 a > 0, 那么 a) 小题的度量在圆环 0 < r < (1/A) 1 /^ 中是完备的吗? 

c) 考察 a) 小题的两个 度量： 一 个对应 a>0, 另一个对应 a<0. 确定这两 
个度量都存在的最大区域，并且检验这些度量在这些区域内是否等距？ 

20.41. a) 验证度量 


ds 2 = - — = - 2 (也 2 + 咖 2 ) 

{ ry/—K ( j 4 sin ( alnr ) + j 5 cos ( alnr ))) 

有常高斯曲率欠 < 0,其中 r 2 = W + 1; 2 , 而 A 2 + B 2 = 1. 

b ) 确定 a ) 小题的度量存在的最大区域,并且检验它在这些区域里是否完备. 

20.42. 对于前三个习题中的度量,求它们的在 R 3 中的形如 a : = /( r ) cosn ^, 
V = f ( r ) sinnc ^, 2 ：= 〆 ”） 的旋转曲面内的等距浸人其中 *u = 7- cosp ， i ; = r sin 
描述这些度量的浸人区域对于整参数值 n 的依赖性. 

20.43. 考察由一个旋转曲面沿转动轴平行移动得到的曲面族.设旋转曲面 
M , 它有同样的转动轴，并且跟族中的曲面的交角为直角. 证明： 在这族曲面与 
曲面 M 的交点，族中的曲面和曲面 M 的高斯曲率绝对值相等而符号相反. 

§21. 著名二维曲面的参数表示 

在这一节，要求验证在习题中所指出的公式给岀著名曲面的嵌人或浸人的参数表示. 

21.1. 由参数方程 

r(0, < p ) = ((1 + cos 29) cos (1 + cos 26) sin 2 ip , sin 20 sin p ) 

(—7 r /2 ^ 0 ^ 7 r /2, 0^(^^ 2丌） 

给定的带奇点的曲面是射影平面 RP 2 的一个模型（参见图 87). 描述这个曲面 
的奇点. 

证明： 球面 


r (6, ( p ) = (cos 沒 cos cos 9 sin y ?, sin 9) 


二重覆叠这个曲面.求球面的一对点和 MP 2 的点之间用参数表达的对应. 
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图87 射影平面由正方形粘合得到 


我们指出，如果从所描述的射影平面模型切割下不大的平面圆盘，那么留下 
的部分是默比乌斯带的模型.它称为交 叉灯罩 （参见图 88). 灯罩的自交叉线对 
应 W = 0. (0， p) = (0, 0) 和 0 = 7r/2 是尖点（参见图 89). 



图88交叉灯罩 图89尖点的邻域 


21.2. 我们提醒，射影平面的一个模型是中的博伊 ( Boy ) 曲面（参见图 
90, 91). 



图90博伊曲面——射影平面在 IR 3 中的浸人 
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图91 “透明”博伊曲面.在这里更清晰地看到自交点的集合如何安置 

博伊曲面的阿佩里 ( Apery ) 参数 表示： 


八❹〜) 



A= __jof_e__ B sin e cos e 

1 — b sin 3v? sin 26 7 1 — b sin 3 <p sin 20 5 

这里 ri = v^/3, r 2 = 2/3 •当 1/V6 < fc < 1 时，曲面上没有 尖点. 
证明： 标准球面两重覆叠映射到这个参数曲面. 

图 92, 93 显示了博伊曲面的构造. 




图92从默比乌斯带构造博伊曲面过程的开始 
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图93 从默比乌斯带构造博伊曲面过程的完成 


21.3. 设是 S 2 上的球面坐标（角 0 从水平平面开始计算 ). 证明： 公式 

9 

r (心）=(忉， x ， y ， z ), 

w[6,ip) = cos 2 0 cos x(0, (p) = sin 2^ cos c^, 
y(0^ ip) = sin 26 sin 沪， z(6, ip) = cos 2 0 sin 2<p 

给出射影平面到 R 4 的嵌人 . 

21.4. 证明： 下列向量函数给出克莱因瓶到舻中的浸入（参见图 94). 

a) r{u,v) = (R x ， Ry ， R 2 z ), 其中 R x \Ry ， R z 是下列向量函数的笛卡儿 坐标： 

R(u, u) = Ro (u) + p(u) (ei cos u + e 2 sin v ) ， 

这里， 

Ro(w) = (asin 2u, 0, b cos u) T , 
ei(u) = (6sinw, 0, 2acos2u) T /|R^|’ e 2 = (0, l’O) 丁 . 

换句话说， ei 和 e 2 是正交于 R ； 的单位向量， 

p = po~\- pi sin 2n (w — wo). 

这里，比如可以取 


a = 1/4, 


po = 0.1 ， pi = 0,6 ， uq = 0.3 


b) 还有一个参数表示，其中的 a 是一个实数 : 


T a (u,v) 


u u \ 

a + cos — sin i; — sin — sin 2v J cosu 

u u \ 

a + cos — sin v — sin — sin 2u sin w 
2 2 / 

u u 

sin — sin u + cos — sin 2v 
2 2 
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图94 克莱因瓶的浸入 


21.5. 证明： 下列向量函数给出默比乌斯带在 K 3 中的参数表示 


r(t ， (p) = (( 


+ t 


sin 吾 ) cos (1 + t sin 晉 ) sin cos 誉) 


证明： 对于 t e (-1/2,1/2), 这个映射是嵌人. 

21 . 6 . 我们以圆周和开区间的斜（卷）积给定开默比乌斯带.圆周称为轴向 
圆周，而开区间的长度称为默比乌斯带的宽度（参见图 95). 



中心圆周 

图95 K 3 中的默比乌斯带 


a ) 证明：带平面度量的无穷宽度的默比乌斯带不能嵌入到 R 3 中. 

b ) 求使得存在默比乌斯带到 M 3 中的等距嵌人时的轴向圆周长度与默比乌 
斯带的宽度之比的最大值. 

21.7. 证明： 如下脫 3 中的代数曲面是交叉灯罩，即默比乌斯带的 模型： 

( kix 2 -h k 2 y 2 ){ x 2 -\- y 2 + z 2 ) — 2 z ( x 2 H - y 2 ) = 0, 


其中 h 一 fc 2 . 证明： 可以用下列参数表示这个 曲面: 



COS 0 QOS if 


i cos 2 ip k2 sin 2 


cos 0 sin p 


ki cos 2 ip k2 sin 2 (f 


1 + sin 0 


cos 2 (p + sin 2 
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a ) 这时需要 证明： 第一个（代数）方程给定曲面，即上面指出的参数表示实 
际上给出了这个方程的所有解的集合. 

b ) 证明： 所指出的公式给出了奇点之外的光滑正则参数表示.求奇点. 

C) 检验，对于这个参数表示，正方形 -7 T /2 ( G ( 7 r /2， 0 ^ v? < 7 T 粘合到 

默比乌斯带中. 

21.8. 证明：公式 x = u 2 - v 2 , y = uv , z = uw , t = viu 给定球面 u 2 -\- v 2 -\- 

w 2 ^ im e 4 中的正则浸人.我们指出，在这个映射下，球面的相对的点转换到 
同一个点，故生成从 RP 2 到 R 4 中的正则映射. 证明： 这时得到射影平面到 R 4 
中的嵌人. 

§22. R 3 中的曲面 

22.1. 证明： 如果舻中的曲面在某个点的高斯曲率 K > 0,则曲面局部地 
位于曲面在这个点的切平面的一侧. 

22.2. 设两个曲面和 M 2 在某个公共点与同一个平面相切.再设这时在 
这个点的某个邻域内两个曲面位于切平面的同一侧，并且曲面整体位于曲 
面 M 2 的内侧（参见图 96). 证呢 对于高斯曲率，非严格不等式仏彡尺 2 成立. 
这个事实是局部的. 



图96 

22.3. 默比乌斯带是否可以在中以高斯曲率处处为正的光滑曲面的形式 
实现？ 

22.4. 默比乌斯带是否能够以单值投影到任何平面上的光滑曲面的形式嵌 
人到 M 3 中？ 

22.5. a ) 证明；不可定向（闭的或带边界的）曲面不可能浸入到 R 3 中，使得 


§22. R 3 中的曲面 
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在它的每个点，或者高斯曲率 K 是正的，或者高斯曲率 K 是零，但平均曲率异 
于零. 

b ) 构造平坦（即带局部欧几里得度量）的默比乌斯带到 IR 3 中的嵌人.说明 
为什么这样的嵌入的存在跟前一小题不矛盾. 

22.6. 证明： 1 R 3 中的光滑闭曲面总有 

a ) 高斯曲率不小于零 的点； 

b ) 高斯曲率严格大于零的点. 

22.7. a ) 证明： 负高斯曲率的光滑闭曲面不可能浸入到 IR 3 中. 

b ) 证明： 非正高斯曲率的光滑闭曲面不可能浸入到 R 3 中. 

c ) 证明： 平坦环面不可能光滑地和等距地浸入到中. 

22.8. a ) 证明： 在亏格不小于2的光滑定向浸入到 R 3 中的曲面上，必定可 
以找到点，在该点的高斯曲率严格小于 0. 

b ) 设环面（或克莱因瓶）光滑浸入到 R 3 中. 证明： 此时必存在点，在该点 

尺 <0. 

22.9. 证明： 极小曲面在其每个非平点的邻域内的球面映射共形. 

22.10. 证明下列 断言： 

a ) 在默比乌斯带上存在常正高斯曲率的度量.这是不能等距进入到 R 3 中 
的度量的例子（参见 22.3 题). 

b ) 在默比乌斯带上可以引进常负高斯曲率的度量. 

22.11. 常负高斯曲率度量的默比乌斯带是否可以等距嵌入到 R 3 中？ 

22.12. 默比乌斯带是否可以作为旋转曲面上的区域在妒中得以实现？ 

22.13. 我们考察对于2轴的旋转曲面，并且在其上引进群 Z /2: 

(— x ，— y ， z ) 的作用.按照这个作用求曲面的商空间，就得到新的带度量的曲面. 

考察旋转单叶双曲面的例子，并且把用上述方式得到的商曲面作为旋转曲 
面在 R 3 中的等距实现. 

22.14. 求第一基本形式为 


ds 2 = du 2 + Gdv 2 


的曲面 

r = r ( u ， v ) (ui < u < U2 , v \ <v < V2 ) 

的球面像的面积. 

22.15. 求椭圆拋物面的球面像的面积. 

22.16. 求下列曲面的高斯映射的像： 

a ) 单叶双曲面； 

b ) 双叶双 曲面； 
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c ) 悬链面. 

22.17. 求作为旋转曲面以标准方式在 M 3 中实现的环面的球面像. 

22.18. 证明： 双叶双曲面的半支的球面像的面积小于 2 tt . 

22.19. 研究下列凸曲面的球面像： 

a ) 卵形面，即光滑闭凸曲面. 证明： 它的球面像覆盖整个球面，如果卵形面 
是严格凸的，则其球面映射是 一一 的： 

b ) 拋物面 z = x 2 + y 2 ; 

c ) 光滑延拓到无穷切线的曲线 z = x \ z ^ a ^ Oz 轴旋转得到的曲面.说 
明，由于 a 的选取,这个曲面的球面像可以在球面上填满一个任意面积 S < 2 tt . 

22.20. 构造有严格正高斯曲率的完备曲面的例子,使其球面像有小于 2 tt 的 
面积. 

22.21. 证明： 存在从旋转曲面到平面的共形映射，使得经线和纬线变为平 
面上的直线. 

22.22. 证明： 存在从旋转曲面到平面的共形映射，使得经线变为经过坐标 
原点的直线，而纬线变为中心在坐标原点的圆周. 

22.23. 计算积分 JJ \ K \ dS , 其中 K 是曲面 M 的高斯曲率,如果 M 是： 

a ) 椭球面； 

b ) 椭圆抛物面； 

c ) 环面. 

22.24. 在球面上切下一个由两条纬线和两条经线界定的矩形.对应经线的 
边界按照粘贴的线段长度的相等来等同，这样得到同胚于环形的流形 M. 验证 
在 M 上得到的度量是解析的，并且得到了 M 在 R 3 中形式为旋转曲面的嵌入. 

22.25. 在前一个习题的条件下，经线弧的等同导致拓扑地得到默比乌斯带. 
指出所得到的在默比乌斯带上常正曲率的度量将是光滑的. 

22.26. 求所有常负高斯曲率 K =- l 的旋转曲面，它们称为明金曲面.指 
出在带罗巴切夫斯基度量的单位圆（庞加莱模型）上的等距于明金曲面（在沿经 
线切割后）的区域以及它们的万有覆叠空间. 

22.27. 求所有常平均曲率的旋转曲面. 

§23. 二维曲面的拓扑 

在这一节，我们将考察曲面的有限个闭多角形的剖分,这些多角形相交在公共边或公共 
顶点.如果剖分中的任意两个多角形或者不相交,或者沿一条公共边或一个公共顶点相交，则 
这个分割称为 恰当的. 曲面的三角形剖分称为 三角剖分. 后面，在本节中，用V表示顶点 
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数 ，用五 表示边数，用 F 表示面（多角形 ；( 数.数 V - E + F 称为曲面 M 的 欧拉示性数 
X ( M ). 这个数不依赖于曲面的剖分的选取， 因而是 曲面的拓扑不变量. 

23.1. 构造球面，环面，投影平面的任意一个三角剖分，并且求这些曲面的 
欧拉示性数. 

23.2. 从球面的欧拉示性数 X ( S 2 ) = 2这个事实，推导出恰好存在5种正多 
面体（参 见图 97). 我们提醒，曲面的剖分称为 组合恰当的， 如果它的所有的面 
有同样数目的边，而且在每个顶点引出同样数目的边. 







图97 正四面体，正八面体，正方体，正十二面体,正二十面体 

23.3. 证明： 二维闭曲面 M 的恰当三角剖分的顶点数满足估计 

7+ v /49 - 24 X ( M ) 

V ^ 2 . 

特别地，环面的恰当三角剖分含有不少于7个的顶点，而 RP 2 的三角剖分 
不少于6个. 

23.4. 引进恰当三角剖分的例 子:. 

a ) 在带7个顶点的环面上； 

b ) 在带6个顶点的射影平面上. 

23.5. 证明：环面的恰当三角剖分的三角形的最小数目等于 14. 构造这样的 
最小三角剖分的例子.同前一个习题的例子作比较. 

23.6. a ) 说明，环面有多少个带最少顶点的恰当三角剖分.环面有多少个带 
最少三角形的三角剖分？是否存在环面的恰当三角剖分，在一种意义下是最少 
的,在另一种意义下却不是？ 

b ) 对于射影平面回答所有这些问题. 
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23.7. 证明希伍德 ( Heawood , P . J .) 不 等式： 对于除球面和克莱因瓶之外的 

所有二维闭曲面有 _ 

col ( M ) ^ 則 M ) 

这里用 col ( M ) 表示曲面 M 的色数，即给曲面的剖分着色,要求带公共边的多角 
形有不同的颜色时，所必需的颜色的数目，对于克莱因瓶和球面关于这个不等式 
可以说些什么？ 

23.8. 证明： co \( M g ) = col ( M 3 fc ), col (7 V a ) = col ( TV ^). 这里 M 3 是带 5 个环 
柄的球面，是带《个默比乌斯带的球面，是带 p 个环柄并且剜去 ifc 个不 
相交的圆盘的球面，而 < 是带 a 个默比乌斯带并且剜去 fc 个不相交的圆盘的 
球面（参见图 98). 




图98 带边界的二维曲面 


23.9. 引进射影平面上的地图的这样的例子，它不允许5种颜色的着色. 

23.10. 证明： 作曲面的连通和的运算不依赖于边界圆周的粘合方式，即不 
依赖于粘合时它们的定向的选择. 
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23.11. 证明 T 2 # RP 2 = RP 2 # IRP 2 # IRP 2 - 这里用 X#Y 表示曲面 X 和 
Y 的连通和. 

23.12. 把克莱因瓶切割成两个默比乌斯带. 

23.13. 切割双环面（带两个环柄的球面)，以得到连通的平面八角形. 

23.14. 切割带三个环柄的球面，以得到连通的平面十二角形，其所有顶点表 
示曲面的一个点. 

23.15. 证明： 曲面 X 和 y 的连通和 X # Y 可定向，当且仅当两个曲面都 
可定向. 

23.16. 证明： 

X (X#Y) = x(X) + x(Y)~2. 

23.17. 证明： 

X ( Mg ) = 2 - 2 g , x ( N a ) = 2 - a . 

23.18. 证明： 

X ( S 2 \ kD 2 ) = 2 - k . 

这里炉 \ fcD 2 表示从球面剜去个不相交的圆盘. 

23.19. 如果球面剖分为 n 角形，而在每个顶点都是有条边相交，则 

I + I = I + I 

n k 2 E ' 

一 个图，如果其 m + n 个顶点分成 m 个和 n 个元素的不相交的两个族，并且一个族的 
每个顶点同另一个族的每个顶点有唯一的边连结，图中再没有其他的边，则称这个图为“ m 
屋 n 井”图. 

23.20. 证明： 在球面（平面）上不可能这样安置下列图，使得任意两条不同 
的边至多在公共顶点 相交： 

a ) “3屋3井 ”图； 

b ) 带五个顶点的图，其每一对不同的顶点有唯一的边连结. 

23.21. 证明： “3屋3井”图可以无自交地安置在射影平面（默比乌斯带）上. 

23.22. 证明： 环面的组合恰当的剖分由三角形，四角形或六角形构成（组合 
恰当的剖分的定义参见习题 23.2). 

23.23. 设闭球面 Q 组合恰当地剖分为六角形，并且在每个顶点引出四条边. 
证明： 如果顶点数是奇数，则 Q 不可定向. 

23.24. 设在闭曲面上有三条有公共端点的曲线 p ， g 和 r ， 它们两两没有公 
共内点.如果沿曲线 pUg ， gUr 或 rUp 之中的一条切割，留下的曲面是连通 
的，那么至少对于其余两条曲线中的一条，同样的性质也成立. 
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23.25. 证明： 如果在不可定向闭 曲面凡 上剜出一个小洞，那么所得到的曲 
面可以不自交地放置在空间 M 3 中. 

23.26. 证明： “4屋4井”图不可能不自交地放置在射影平面上，但是可以 
放置在环面上. 

23.27. 证明： 如果 “ m 屋 n 井”图可以不自交地放置在曲面 Q 上，则 

mn 

X(Q) < m + n-—. 


§24. 曲面上的曲线 

考察 R 3 中的二维曲面 M 2 , 其参数表示是 r ( u ， r )， 而第二基本形式是 Ldu 2 -\- 2 Mdudv -\- 
7 V 咖 2 .在 M 2 上考察两个曲线族.这两个族称为共轭的，如果在每个点 P ， 第一族和第二族 
过此点的曲线的方向对于第二基本形式是共轭的.更确切地说，设在点 P ， 第一族的曲线的方 
向是而第二族的是 (6,^), 那么共轭性的条件可以表述成形式 

^1^2 + M 4- $2”1) + N7)17)2 = 0. 

如果第一族的曲线已知，那么这个条件就给出共轭族的曲线所满足的微分方程. 

曲面 M 2 上的曲线 （ w ⑴）称为 渐近的， 如果在其每个点曲线的速度向量对于曲面 
的第二基本形式有渐近方向.对应的微分方程可以写成形式 

L { u ) 2 4- 2 Muv 4- N { v ) 2 - 0. 

渐近曲线由下列条件 确定： 曲面沿渐近曲线的法曲率等于零. 

曲线 （ u ⑴， t ;( t )) 称为曲面 Af 2 的曲率线，如果在它的每个点的速度向量有主方向.在曲 
面的每个不是脐点的点有两个主方向，它们是共轭的，并且是正交的.如果（6，川）和 （ ft ， 巾) 
是有主方向的向量，那么它们满足下面两个方程： 

£^ 1(2 + F(^iT)2 + ^2Vl) + Gr)\7]2 = 0 , 

Li \^2 + M(^iT }2 -h 《 27/1) + Nrfl7)2 = 0. 

由此得到 

E F G = 0 . 

L M N 

特别地，曲线是曲率线，当且仅当它满足微分方程 

( u ') 2 - uV (^) 2 

E F G = 0. 


L 


M 


N 
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X = U -^ rV , y — U 2 v 2 , Z = 2 uv 

和在它上面的曲线族 w ⑼ 2 = c . 求与它共轭的曲线族的微分方程. 

24.2 . 设 a 是曲面 ，/ 是直线， {71} 是过^的平面在曲面上的截口的族，而 
{72} 是顶点在 Z 上的圆锥和曲面的切点所在的曲线的族.说明族{ 71 }和 {72} 
组成共轭网. 

24.3. 在曲面 

x = ucosv ^ y = u 2 sint ;, z = hv 

上给定〃曲线的族.求共轭族. 

24.4. 求带这样的共轭网的曲面 2 = /( x , y ), 其共轭网投影到平面: cOy 上 
的笛卡尔坐标系的坐标直线网. 

24.5. 证明：如果一个曲面到另一个曲面的映射 ， 使得一个曲面的每个共轭 
网对应到另一个的正交网，则这时一个曲面的第二基本形式的系数与另一个曲 
面的第一基本形式的系数成比例. 

24.6. 求单叶双曲面 

工 2 , y 2 z 2 

p + 反—孑 =1 

的渐近曲线. 

24.7. 求曲面 

2 = /(^) - fiy ) 

的渐近曲线，并且以如下方式确定函数/,使得一个渐近曲线族的曲线正交于另 
一个渐近曲线族的曲线. 

24.8. 求曲面 z = xy 3 - yx 3 的过点（1，2, 6) 的渐近曲线. 

24.9. 求悬链面的渐近曲线. 

24.10. 说明，在正螺旋面上，一族渐近曲线由直线组成，而另一族由螺旋线 
组成. 

24.11. 证明： 

a ) 坐标曲线 U = const 是渐近曲线，当且仅当第二基本形式的系数 7 V 为零; 

b ) 为了由渐近曲线组成坐标网，必须并且只需第二基本形式的系数1和 iV 
为零. 

24.12. 证明： 如果曲面是极小曲面，那么它上面的渐近曲线正交. 

24.13. 证明： 在平面上，任何曲线都是渐近曲线，并且反之，在其上的任何 
曲线都是渐近曲线的曲面是平面的部分. 

24.14. 证明： 如果曲面上的渐近曲线是平面曲线，则它是拋物线或直线. 
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24.15. 求曲面的渐近曲线，该曲面由螺旋线的弦的中点组成. 

24.16. 设旋转曲面的高斯曲率严格小于零. 证明： 在它上面不存在闭渐近 
曲线. 

24.17. 设曲面由曲线 7 的主法线组成. 证明： 曲线 7 是该曲面的渐近曲线. 

24.18. 证明： 如果曲面的渐近曲线相交成定角，则曲面的高斯曲率与平均 
曲率的平方成比例. 

24.19. 求曲面 

(■u cosi ;, u sint », a cos Xu ) 

的渐近曲线,其中 a 和 A 是常数. 

24.20. 求曲面 

(3 u + 3 t ;，3 w 2 + 3 v 2 ,2 u z + 2 v 3 ) 


的渐近曲线. 

24.21. 求曲面 2 = ycosx 的渐近曲线. 

24.22. 求双曲抛物面 



a 2 b 2 

的参数表示,使得坐标曲线是渐近曲线. 

24.23. 证明： 曲线 


= 2 z 


7i (0 = [t,a,a 2 t), 72(0 = {t,b/t 2 ,b 2 /t 3 ) 

是曲面 2 ： = : cy 2 上的渐近曲线. 

24.24. 证明： 如果曲面上的坐标网是渐近曲线网，则成立等式 

dln \ K \ _ n FE v - EG u d \ n \ K \ o FG U - GE V 

du — - EG - F 2 ’ dv = 2 EG - F 2 ， 

其中 K 是曲面的高斯曲率. 

24.25. 证明： 常负高斯曲率的曲面的渐近曲线组成切比雪夫网，并且反 
之，如果曲面上的渐近曲线网是切比雪夫网，则曲面的高斯曲率是常数.网称为 
切比雪夫网，如 果由网的曲线组成的四角形的对边的长度相等. 

24.26. 贝尔特拉米 - 恩尼珀定理 . 证明： 如果不同族的渐近曲线在其公共点 
有异于零的曲率,则它们的挠率符号相反，而绝对值相等.此外，在这个点渐近曲 
线的挠率的平方等于高斯曲率的绝对值. 

24.27. 两个曲面相交成直角. 证明： 如果两个曲面的交线在一个曲面上是 
渐近曲线，则在另一个曲面上是测地线，反之亦然. 

24.28. 求正螺旋面的曲率线. 
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24.29. 求任意柱面上的曲率线. 

24.30. 求任意锥面上的曲率线. 

24.31. 证明： 平面和球面上任意曲线是曲率线.反之，如果在曲面上，任意 
曲线都是曲率线，则此曲面是平面或球面（或它们的一部分). 

24.32. 刘维尔定理. 证明： 在空间到自身的共形映射下，球面（平面）对应 
到球面或平面. 

24.33. 证明： 如果坐标网由曲率线组成，则曲面的主曲率由下列公式 给定： 

^|， ， 2 = §. 

24.34. 罗德里克定理. 证明： 曲面 r == r ( w ， u ) 上的曲线7是曲率线，必须并 
且只需沿曲线满足等式 

dm = — fcrfr , 

这里 m 是曲面的单位法向量，而 A ; 是曲面沿曲线 7 的法曲率. 

24.35. 证明： 

a ) 如果两个曲面沿某条曲线相交成常角，并且这条曲线在一个曲面上是曲 
率线，则它在另一个曲面上也是曲率线. 

b ) 如果两个曲面沿一条曲线相交，此曲线是两个曲面的曲率线,则曲面沿此 
曲线交成常角. 

24.36. 迪潘定理. 给定三族曲面 

f \{ x , y , z ) = const , f 2 ( x ， y ， z ) = const , f 3 ( x ， y ， z ) = const , 

雅可比行列式 

D(fu h ， f3) , n 
— D ( x ， y ， z )_ U . 

设曲面两两交成直角.这族曲面称为曲面的三正交系. 证明： 不同族的曲面的交 
线在每个曲面上是曲率线. 

24.37. 证明： R 3 中的每个曲面可以包含在三正交系内. 

24.38. 设给定沿曲线正交的两族曲面，这些曲线是两族的曲面的曲率线. 
证明： 存在第三族曲面同给定的曲面族组成曲面的三正交系. 

24.39. 曲面吣和 M 2 称为平行的，如果一个曲面的法线作为仿射直线是 
另一个曲面的法线.曲面泌和 M 2 的位于同一条法线上的点称为对应点. 证明: 
在这样的对应之下，曲率线变为曲率线. 

24.40. 证明： 在空间到自身的共形映射下，原像曲面上的曲率线映射到像 
曲面上的曲率线. 
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24.41 . 设 7 是曲面 M 上的曲率线，并且曲线 7 的法曲率是异于零的常值 
k n . 证明： 曲面沿曲线 7 与半径为 1 / fcn 的某个球面相切. 

24.42. 证明： 螺旋面局部等距对应到悬链面时（参见习题 5.27), 它的渐近 
曲线变为曲率线，而曲率线变为渐近曲线. 

24.43. 证明： 曲面上的测地线是曲率线，当且仅当这条曲线是平面曲线. 

24.44. 证明： 如果曲面上的所有测地线是平面曲线，则曲面或者是平面，或 
者是球面. 

24.45. a ) 设在两个二次曲面上的区域沿边界的公共弧粘合，使得整体曲面 
是 C 1 光滑曲面. 证明： 粘合处的曲线是平面曲线.是否任意两个二次曲面都允 
许这样的粘合. 

b ) 设在两个二次曲面乂和 S 2 上的区域沿边界的公共弧粘合，整体上构成 
C 2 类光滑曲面此时 &和& 作为二次曲面一致.换句话说，所粘合的区域 
是同一个二次曲面上的邻接的区域，于是 S 事实上是解析的. 

24.46. 如果不可展直纹曲面是 (n > 2) 光滑类的，则在它上面可以引入 
渐近曲线参数表示（此时母线是一族坐标线)，在这个表示下曲面有 C - 1 类的光 
滑性. 

24.47. 设直纹面在某个渐近曲线参数表示下是 C 1 光滑的. 证明： 在它上面 
可引进光滑的渐近曲线参数表示，在此表示下，准线正交于与它相交的母线. 

24.48. 描述曲面的度量，其内蕴坐标 u 和 t 是坐标曲线的自然参数. 

24.49. 描述这样的曲面，它上面曲率线的坐标同时是曲率线的自然参数. 

24.50. 描述这样的曲面，它上面的曲率线是测地线. 


24.51. 如果在光滑正则不可展直纹曲面 M 上，存在直线段与所有母线相 
交，则在 M 上可以引进内蕴 坐标， 使得渐近曲线可以通过积分法求得. 

24.52. 证明： 不可展直纹光滑正则曲面不可能有常高斯曲率. 

24.53. 证叽 直纹极小曲面中除去平面外，只能是正螺旋面. 

24.54. 证明： 除平面和正螺旋面外的直纹面不可能有常平均曲率. 

24.55. 证明： 具有常高斯曲率的唯一极小曲面是平面. 

24.56. 称 HT (n > 3) 中的曲面具有 常外在 几何，如果其任意两个点在 IT 
中有合同的邻域. 

a ) 说明，鲈中仅平面、球面和直圆柱面（或它们上面的区域）是具有常外在 
几何的曲面. 

b ) 说明， IR 4 中的曲面 


x \ = R \ cos u ， X2 = R \ sin u ， X3 = R2 cost ;, X4 = R2 sini ； 

(其中 0 < 彡 2tt ， 而此和丑 2 是常数）同胚于环面，有零高斯曲率，并且具 
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有常外在几何.这个曲面称为 克利福德广义 环面.它还可以用另一个方式给定. 
把 R 4 与坐标为的复空间 C 2 等同，那么克利福德广义环面可作为三维球面 
M 2 +卜| 2 = 1和锥面 M H 的交而得到.我们指出克利福德广义环面上的诱 
导度量是平坦的. 

C ) 说明， R 5 中的曲面 





V3 5 


x 2 - y 2 x 2 -\- y 2 - 2 z 2 

X4 = _ ^7T ， X5 = '^] 


在条件 x 2 + y 2 + ^ 2 = l 之下是射影平面在 R 5 中的同胚嵌入，它有常外在几何. 
这个曲面称为 韦罗内塞曲面. 


24.57. 证明： 如果曲面上的渐近曲线同时是测地线，则它是直线. 

24.58. 证明： 曲面的曲线是渐近曲线这个性质在周围空间的射影变换下是 

不变的. - 


24.59. 证明： 如果曲面包含直线，则这条直线是曲面的渐近曲线. 

24.60. 证明： 曲面的渐近曲线由正交网组成，当且仅当曲面是极小曲面. 

24.61. 证明： 如果曲面上的渐近曲线由拋物点组成，则这条曲线是平面曲 
线，并且它所在平面是曲面在此曲线的所有点的切平面.反之亦真.如果曲面上 
的平面曲线所在的平面是曲面在此曲线的所有点的切平面，则这条曲线是由抛 
物点组成的渐近曲线. 

24.62. 证明： 如果曲率线 L 是渐近曲线，则曲面沿 L 的高斯曲率等于零， 
并且曲线 L 是平面曲线. 

24.63. 证明： 在负高斯曲率的曲面上渐近曲线的副法线同曲面的法线重合. 

24.64. 证明： 如果在异于直纹面的曲面的形变下， 一 族的所有渐近曲线重 
新变换为渐近曲线，则曲面保持合同于自身. 

24.65. 证明： 对于非可展直纹面，不存在等距变换，使得原曲面上的渐近曲 
线变为新曲面上的渐近曲线. 

24.66. 证明： 如果在常高斯曲率 K = -1 的曲面上，坐标曲线 w = const 
和= const 是曲面上的渐近曲线，则在这个坐标下，第一基本形式的形式为 
ds 2 = du 2 -h 2 cos ujdudv + dv 2 , 这里 o; 是渐近曲线之间的夹角. 

24.67. 证明： 在前一个习题的条件下，角 o ; 满足“正弦-戈登方程” C = 

sino ;. 


24.68. 证明： 如果在负高斯曲率的曲面上，等距坐标 ( u ， v ) 同时是渐近的， 
则曲面是满足条件 M = const 的极小曲面. 

24.69. 证明： 在具有负高斯曲率的单连通曲面上，没有闭渐近曲线. 




.146 ■ 


第二部分 


§25. 流形（补充习题） 

我们提醒，流形称为闭的，如果它是紧致的和没有边界的. 

25.1. 证 明：群 SL ( n ， R ) 和 SL { n , C ) 分别是实和复的 n 阶方阵空间的光滑 
子流形.求它们的维数.求这些矩阵群的连通分支的个数. 

25.2. 证 明：群 SO ( n ) 是所有 n 阶矩阵的空间的光滑子流形.求这个 
群的维数和连通分支的个数. 

25.3. 证明： U ( n ), SU ( n ) 是所有 n 阶复方阵的空间 C " 2 的光滑子流形.求 
这些群的维数和连通分支的个数. 

25.4. 证明： 矩阵的映射>1 h 〆 是作为原像的零矩阵的邻域和作为像的单 
位矩阵的邻域的光滑同胚.证明逆映射由对应给定. 

25.5. 证明： 在习题 25.1-25.3 所列举的每个群中，作为矩阵 Z 的邻域心 
内的局部坐标系，可以取矩阵的某个笛卡儿坐标.说明，在这个坐标系 
下，坐标变换的函数是 类的光滑函数. 

25.6. 证明： 射影空间 RP n 是群 Z 2 在球面#上的某个作用下的商空间 
S n / Z 2 . 求这个作用. 

25.7. 证明： 复射影空间 CP n 是群0在球面5 2 " +1 上的某个作用下的商 
空间 S 2n +1 / S \ 求这个作用. 

25.8 •在 IT 中构造这样的 （ C °° 类的）光滑函数/，使得在半径为1的球上 
/ = 1,在半径为2的球外/ = 0,并且0 < /彡 1. 

25.9 . 设 M 是流形, P 6U CM , U 是点 P 的邻域. 证明： 存在这样的光滑 
函数/，满足0 < /彡1, /0) = 1,并且在 M \ U 内 f ( x ) = 0. 

25.10 . 设 M 是流形 ， A = A 是闭子集， UDA 是开区域. 证明： 存在这样 
的光滑函数/,满足0 < / <1, /U = 1和 fi MW = o . 

25.11. (惠特尼 ( Whitney ) 定理的弱形式） 证明： 紧致光滑流形可嵌人 
到适当维数 N < oo 的欧几里得空间 

25.12. 证明： 光滑紧致流形 M 上的光滑函数可以表示对于某个嵌人 M C 
R n 的坐标. 

25.13. 证明： 球面的乘积作为余维数为1的子流形嵌入中. 

25.14. 证明： 如果 dimX < dimy , 而/ : X — Y 是光滑映射，则映射/的 
像同 V 不重合. 

25.15. a ) 证明： 2维光滑闭流形可浸人到 M 3 中. 

b ) 证明： 2维光滑闭定向流形可嵌入到妒中. 

c ) 证明： 2维光滑闭不可定向流形可嵌入到 M 4 中，但是不能嵌入到 R 3 中. 
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25.16. 惠特尼定理. 证明： 光滑闭流形可嵌人到欧几里得空间 R 2 # 1 
中，并且可浸人到 M 2 n 中. 

附注利用习题 25.11. 然后以这样的方式取投影方向 :使得 在其投影上自相交和奇点得 
以避免.参见图 99. 



图99 


25.17. 举出流形到 ST 中的浸入的例子,要求流形同其像 一一 对应，但这个 
浸人不是嵌入. 

25.18. 证明： 对于紧致流形，嵌人必定是它到其像上的同胚. 

25.19. 举出这样的嵌人的例子，其像不是子流形. 

25.20 . 设 M 是带边界 3 M 的流形. 证明： 流形 M 可以这样嵌入到欧几里 
得空间 R n +1 的半空间（、 +1 > 0) 中，使得位于子空间 （ x ； v +1 = 0) 中. 

25.21. 设边界 5 M 由两个紧致连通集 组成 ： aM = MxUM 2l n M 2 = 0. 
证明： 流形 M 可以嵌人到 RW x [0,1] 中，并且使得从位于 x 0中，而 M 2 
位于 RW x 1中. 

25.22. 证明： 非紧光滑流形(没有边界）可嵌人到欧几里得空间 E 2n+1 
中，并且可浸入到 R 2 n 中. 

25.23. 考察图161中所表现的克莱因瓶的平分（参见解答).我们将提升包 
含这个曲面的边界 r 的平面，同时使边界 r 像图100所指岀的那样形变.在形 
变后得到的圆周上粘合一个圆盘. 证明： 这样得到的曲面（包含原来的部分克莱 
因瓶， r 形变的迹和圆盘）是 MP 2 在 R 3 中的浸人 证明： 曲面 M 是博伊曲面 
(参见习题 21.2). 
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25.24. 描绘在上题中所构造的 MP 2 在 R 3 中的浸人的自相交点的集合.指 
出这些点的重数，即在曲面的这个自相交点有几个叶相交. 

25.25. 考察前两个习题中所描绘的 ILP 2 到 R 3 中的浸入.用 i ( RP 2 ) 表示 
MP 2 在 R 3 中的像.在不是曲面的自相交点的每个点 : r e i ( RP 2 ) 考察长度为 2 e 
的正交于 i ( RP 2 ) 的以: r 为中心的线段，这里 e 充分小.由于 i 是光滑映射,得到 
的正交线段族可以补充定义到每个自相交点.同时，在每个点得到恰好与点的重 
数相等个数的线段.在 M 3 中考察由所有正交线段的端点组成的集合.证 明：这 
个集合是二维球面在某个到舻中的光滑浸入下的像. 

设/: X'^Y 是光滑流形的光滑映射， M CY 是光滑子流形.称映射/沿子空间 
M 是横截的，如果对于任意点 : r e 流形 Y 的切空间 T f ( x ) ( Y ) 是流形 M 的切空 

间 T f ( x ) ( M ) 与流形 X 的切空间的像 df ( T x ( X )) 的和（通常不是直和).流形久内的子空间 
和 M 2 是横截相交的，如果其中一个的嵌人沿另一个子空间是横截的（参见图 101). 



S 101 


25.26. 设/ : P P 是紧致闭流形 X 到与之有相同维数 n 的流形 F 内 
的光滑映射.设如是映射/的正则值. 证明： f ~ l ( yo ) 由有限个点组成. 

25.27. 证明： 如果 yeY 是映射 f : X ^ Y 的正则值，则/ 是沿 y 横截的 
映射. 

25.28. 证明： 横截相交的定义不依赖于在对純和 M 2 中次序的选择. 
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25.29. 证明： 如果 f : X — Y 是沿 MdY 的横截映射,则原像 /^( M ) 是 
流形 x 内的子流形.计算 r \ M ) 的维数. 

25.30. 证明： R 2 中任意有自相交的闭弧经过微小的运动可以转换为 R 3 中 
没有自相交的简单闭弧. 

25.31. 说明下列流形是否横截 相交： 

a ) R 3 中的: cy 平面和 2 轴； 

b ) R 3 中的 xy 平面以及张在向量（3, 2 ,0)和(0,4,-1)上的 平面； 

C) 乘积空间 V 中的子空间 V x {0} 和乘积空间 V x V 的对 角集； 

d ) 矩阵空间中的所有对称和反对称 矩阵； 

25.32. 说明，对于 a 的哪些值曲面 x 2 + y 2 — z 2 = 1 和 x 2 + y 2 十 2 2 = a 横 
截相交. 

25.33. 说明： 欧几里得空间 IT 中的所有个向量的标准正交组的集合 

具有光滑流形结构.求它的维数. 证明： Km = K,n = 0 ( n ). 

25.34. 说明： 欧几里得空间 GT 中的所有 A : 维子空间的集合 G n ， k 具有光滑 
流形结构.求它的维数.指出 G n(1 = RP n ~\ 

25.35 . 设/: W — RP n 是点 xeS n 对应 5 T + 1 中的过这个点 a ; 和原点的 
直线的映射. 证明： /是光滑的，并且所有点都是其正则点. 

25.36 . 设/: SO ( n ) ^ S ^ 1 使每个正交矩阵对应其第一列. 证明： 映射/ 
是光滑的，并且所有点都是其正则点.求原像 r i [ y ). 

25.37 . 设/ : U ( n )^ S 2 ^ 1 使得每个酉矩阵对应其第一列. 证明： 映射/ 
是光滑的，并且所有点都是其正则点.求原像 n 

25.38 . 设/ : — l^， s (s < fc ) 是使得 fc 个向量的标准正交组对应其前 
s 个向量的映射. 证明： 每个点对于映射/都是正则的.说明，原像 f ~\ y ) 同胚 
于流形 V n - S ^ k - S . 

25.39 . 设/ : 0 ㈨ — G n ， k 是使每个正交矩阵对应其前 fc 列生成的子空间 
的映射. 证明： 对于映射/,所有点都是正则点.说明，原像 r \ y ) 同胚于流形 

0 (n — k ) x 0( k ). 

25.40. 设/ : X xY M 是光滑映射， m 0 e M 是正则点.考察映射族 
f y - X —y M , f y ( x ) = f [ x ， y ). 证明：对于几乎所有的参数值 y ， 即当 y 跑遍 V 中 
的一个处处稠密的开子集时，点 m Q 是映射 / y 的正则点. 

25.41. 解问题25.40,点 m Q 改为子流形 TV C M , 而正则性条件改为映射沿 
子流形 TV 的横截性. 

25.42. 设 ST 中的曲面 M 由方程 /( A ，…，〜） = c 给定，这里 n ^3 (比如 
n = 3), c 是光滑函数/的正则值. 证明： 这时 M 是可定向曲面. 

25.43. 验证下列流形是否是可定 向的： 
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a ) 群 GL ( n , M ); b ) 群 t /( n ); c ) 群 SO ( n ). 

25.44. 证明： 射影空间 RP n 恰好对于奇数 n 是可定向的. 

25.45. 证明：复射影空间 CP - 可定向. 

25.46. 证明： 任意复解析流形可定向. 

25.47. 证明： 流形的切丛空间是流形，并且总是可定向的. 

25.48. 证明： T * M 是流形.它是否是可定向的？ 

25.49. 证明: n 维黎曼流形 M 的切丛的纤维中的单位球面的并集是 (2 n - l ) 
维的光滑流形. 证明： 这个流形是 M 上的纤维为5- 1 的丛. 

25.50. 证明： 平面环形，克莱因瓶和环面是丛空间. 

25.51. 证明： 在可收缩基上的丛是平凡的，即它是基与纤维的直积. 

25.52. 证明： 圆周，欧几里得空间和环面是可平行化的流形. 

25.53. 证明： 可平行化流形可定向.特别地，射影平面和克莱因瓶的切丛是 
非平凡的. 

25.54. 证明： 若在二维闭流形上挖去一个点,则得到的流形是可平行化的 

25.55. 证明： 当且仅当 n 维流形上具有 n 个线性无关的光滑向量场，此流 
形是可平行化的. 

25.56. 证明： 在其上定义了李群结构的流形是可平行化的. 

25.57. 证明：球面屮 不是可平行化的. 

25.58. 举出流形的光滑映射的一个例子，光滑正则曲线在此映射下的像在 
某些点失去正则性. 

25.59. 证明： 在点 AeM n 线性无关的向量 ai,... jafc ( k ^ n ) 可作为流形 
的某个坐标卡的基向量，即存在点 A 邻域中的这样的坐标系（ X 1 ， .. 使得 


d 


1 


25.60. 证明： 流形上的在点 A 不等于零的向量场 a , 对于包含点 4 的某个 
坐标卡是基向量. 

25.61. 考察流形上的在点 AeM n 的某个邻域中线性无关的向量场 
ai，. _ . ,a fc) k ^ n, 对于所有 2 •和 j _， 满足 [a^a^] = 0. 证明：在点 A 的某个邻域 
中可以给定这样的坐标（ X 1 ，...，#),使得 


ai = > 1 < i < fc. 

25.62. 证明： 2 维定向曲面有复结构. 

25.63. 证明 •• 乘积 S 1 x S 2n ~\ S 2n ~ l x S 271 - 1 有复结构. 

® 同 29. 34 题 a ), b ). 


——译者注 
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25.64. 正高斯曲率的奇数维闭黎曼流形可定向. 

25.65. 设/: X — Y 是闭流形间的光滑映射.又设/是满射，并且 y 的 
每个点都是正则点. 证明： 对于任意点 yeY , 它的充分小的邻域 U ( y ) 的原像 
同胚于直积 U ( y)x rW )， 即/是丛映射.特别地，如果 Y 是连通流形，则纤维 
厂 Hy ) 两两微分同胚. 

函数切= f ( z \ 称为全纯的，其中 z k = x k + iy k , 如果它连续可微，并且在每 

个点它的微分是复线性型. 

25.66. 说明，如果 f ( z \ ... ， z n ) 是全纯函数，则 

dRef dlmf dlmf dRef 
dx k dy k ’ dx k dy k 

25.67 •设 W = p ( z \..., z n ) 是把 C n 映射到的全纯向量函数.求其 
实雅可比矩阵和复雅可比矩阵之间的关系. 

25.68. 证明： 全纯映射/: C n — C n 构成局部坐标系，当且仅当其复雅可 
比行列式异于零. 

25.69. 证明： 沪上存在复解析结构.用显式描述其最简单的图册. 

25.70. 证明： 复射影空间 CP n 上存在复解析结构.用显式描述其最简单的 
图册. 

§26. 张量分析 

26.1 . 设 R 和％是线性空间.证明同构 

㊉ V 2 )= ㊉ 

i + j=k 

皮 ( v 2 ). 

i + j—k 

26.2. 证明： 


坩…坨 ] =噹 


争 ♦聲 






♦ _ ♦ 




26.3. 证明：如果 #如3一油 3 二0,则 v ^ ili2i3 v jl ^ 2j3 = 0. 

26.4. 如果对于任意选取的反变向量 u ， 三秩共变张量满足条件 


Tijk = T'jiki Tij^y^yP — 0 , 


则张量的分量满足条件 


Tijk Tjki + Tkij = 0 . 
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26.5. 证明：如果对于任意选取的满足条件 v a w a = 0的张量 u a 和 u ; a ， 

关系 

u2 c pV a v f3 w y — 0 

都成立，则 

U Ja0) = 

其中 Sa 是某个张量. 

26.6. 证明： 如果空间 F 的维数大于2,则 A 2 ( A 2 ^) / A 4 V . 

26.7. 证明： 如果对于所有 g > 0有 trAM = 0, 则算子 A 是幂零的. 

26.8. 设在 n 维空间 F 中给定了线性算子 A 如果算子 A - M 在空间 
A n _ ly 中是非零的，则它或者非退化,或者秩为 1. 

26.9. 证明： 如果算子 4 是对角的，则算子也是对角的. 

26.10. 证明： 张量^ 的秩等于 1, 而张量 a 也+的秩等于 2. 

26.11. 为了使 张量& 的形式是、= aib h 它应当满足什么条件？ 

26.12. 证明： 如果张量 r # 按照前两个指标对称，则 


T(ijk) 


3 


(Tijk -f Tjki 4 - Tkij ). 


26.13. 证明： 如果张量按照前两个指标反称，则 


T[ijk] = ^ (Tijk Tjki + Tkij). 

26.14. 给定张量％,和 b kl ' 通过一个乘积和卷积构造秩为1，3和5的张 
量.它们有多少个？ 

26.15. 设张量 T ijki 具有性质 


Thijk ~h Thikj = 0? Thijk + ^hjki ^hkij ~ 0* 

a ) 证明：如果 Thijk — T^ifc = 0, 则 Thijk = 0. 

b ) 证明：如果 Thijk + Tkjifc = 0,则 Thijk = 0- 

26.16. 证明： 如果对于任意张量（向量）武秩为 3 的张量巧满足条件 

吨= 7% = 0, 

则张量@是零. 

26.17. 证明： 如果张量 T u ... iTn 满足 条件: 对于任意张量（向量）组< 

…士 =0, 
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则 r (il ...‘) = o. 

设 f : V — K 是欧几里得空间的区域间的同胚.设在 V 上的 ( p ， q ) 型张量场在坐标 
(x) = (x\...,x n ) 下有分量显然，复合（: c o W 在 f/ 上定义曲线坐标.在 t/ 上用 
以下公式定义这个坐标系下的张量4 < p * T : 

设 X 是光滑向量场，而 T 是某个光滑张量场.场 X 定义单参数群仍（我们提醒，外由 

微分方程 i - M p )\ t=0 = X(P) 定义).由公式 

at 


/^ ( 尸)=巧 0 (心)( 巧- T ⑻ 

定义张量场 T 沿向量场 X 的李导数. 

26.18. 证明： 如果张量场: T 的型是 (0,0), 即是光滑函数，则 < p*T = Toip . 

26.19. 证明： 如果张量场 r 的型是 (1,0), 即是向量场，则 

26.20. 证明： 如果张量场€的型是（0,1)，即是余向量场，则 

㈣ ⑻=(峰)*伽(尸)). 

这里却 | P : 7> C / — I ⑻ K 是映射 w 在点 Pet / 的微分，而（却卜)* : T； {p) V ^ 
T ^ U 是余切空间的余切映射. 

26.21. 证明： 运算 T ^ 保持张量场的代数运算 ：和， 乘函数，张量积, 

卷积. 

26.22. 设 X 和 Y 是区域 V 内的向量场，而 p U ^ V 是微分同胚. 证明: 

= ^ [ x , y ]. 

26.23. 证明： 李导数是线性运算. 

26.24. 证明： 如果: T 和 S 是张量场，而 X 是向量场，则 


0 *5) = LxT 0 *5 + T 0 L ^ S . 

26.25. 证明： 李导数与卷积可交换. 

26.26. 证明： 如果 X 是向量场，而/是光滑函数，则 L x / = X /. 

26.27. a ) 设 （ a : 1 ， ... ， : r n ) 是区域 C / 内的局部坐标，而 X 是用坐标 ㈤ 表示 
的分量为的向量场. 证明： 


(Lxdx) 1 = 


dX l 

dx k 
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b ) 证明：对于余向量《= ^ idx 1 成立公式: 


= [X k 


d^j 

dx k 


+ 


dX k \ 

^dx^J 



26.28. 证明： 如果 X 和 Y 是向量场，则 L X Y = [ X ， Y ]. 

26.29. 对于 ( p , q ) 型的张量场建立求李导数的公式. 

26.30. 证明： 对于微分形式 a ; 和向量场 X 等式 dL x u ; = Lxdu 成立. 

26.3 L 证明： 


其中 o ; 是微分形式，而 X 是向量场. 

26.32. 对于向量场 X 和 Y , 证明 公式： 
a) [^x,«y] = ^[x,Y ]； b) [Lx.Ly] = ^[x,Y]- 
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27.1. 证明：位于曲面 r = r ( w , i ;) 上的曲线 w = u ( s ), v = v ( s ) 的测地烧率 
按公式 


= (r,m, m) 


计算，其中 m 是曲面的单位法向量. 

27.2. 证明下列 断言： 曲面上的曲线是曲率线，当且仅当它在每个点的测地 
挠率等于零. 

27.3. 求可展曲面的测地线. 

27.4. 证明：与曲面的曲率线相切的曲线的测地挠率在切点等于零. 

27.5. 证明： 每条异于直线的平面测地线是曲面的曲率线. 

27.6. 证明： 在度量为（阳）的流形 M 上的测地线方程可以在余切丛 T*M 
中写成哈密顿 形式： 

dpi, _ dH dx l _ dH 
dt dx { 5 dt dpi 1 

其中（: r 1 ， … ， x n ,p u …， p n ) 是在余切丛上的标准坐标， H(p,x)=^ #(工)仍 巧 •此 

外，内= QijX ^ 其中#是测地速度向量. 

27.7. 考察具有黎曼度量的曲面.在它上面有两种类型的 曲线： 达布圆周和 
高斯圆周.曲面上有常测地曲率的曲线称 为达布圆周. 沿测地线测得的到一定 
点距离相等的点的集合称为 高斯圆周 （测地圆周). 证明： 当且仅当曲面是常高 
斯曲率的曲面时，达布圆周的集合同高斯圆周的集合重合. 
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27.8. 证明： 如果二维曲面上的任意高斯圆周的周长等于 2 ttR , 丑是测地半 
径，则此曲面局部等距于平面. 

27.9. a ) 证明： 在紧致单连通流形 M " 上总存在一对共轭点. 

b ) 如果不是单连通的，将会怎样？ 

c ) 考察流形上从一个点引出的测地线束.在其中的每条测地线上都可以找 
到共轭点吗？ 

27.10. 描述其上所有测地线都是闭曲线的所有旋转曲面. 

27.11. a ) 证明： 在直纹曲面上任意母线线段是其端点间的最短线. 

b ) 证明更一般的 事实： 在有负高斯曲率的完备单连通曲面上，任意测地线的 
弧在其端点之间是最短的. 

27.12. 给出具有公共测地线的两个非等距的黎曼流形的例子.如果存在从 
一 个流形到另一个流形的微分同胚，使得测地线对应测地线，则称两个流形具有 
公共测地线. 

27.13. 证明： 所有紧致闭曲面是测地完备的. 

以下的习题是针对矩阵李群的.后面有一节将考虑完全一般的李群，即带光滑型群结构 
的光滑流形. 


在这一节为了使叙述充分简洁，我们仅限于考察其实现是种种矩阵群的李群.这样的李 
群称为矩阵李群.考虑一般线性群 GL ( n , R ), 这是元素为实数的 nxn 非退化矩阵群.它是 
所有 n x n 实矩阵即（等同于）欧几里得空间 HT 2 的开区域.考察在 IT 2 中以形式 

(x,y) = tr(x-y T ) 

给出的通常欧几里得度量，其中是转置矩阵.这个度量在群 GL ( n , R ) 和其所有子群上 
诱导黎曼度量.群 G 上的这样的度量称为 基灵 ( Killing ) 度量. 可以同样考察群 GL ( n t C ) 
的情形，这里黎曼度量由下列公式 给定： 


{X,Y) = Retr ( X - F T ). 

形式如 { e tx : t GR } 的子群是矩阵群 G 的单参数（一维）子群，其中 A ： 是群 G 在其单位 
矩阵处的切空间内的任意矩阵. 

我们提醒，矩阵群在单位矩阵处的切空间 l 附加上一个双线性反对称运算 [ x , y ] = 
xy - yx 就成为李代数，特 别地， 它满足雅可比恒等式 

[[尤 y ], z ] + [[ z , x ] , y ] + [[ y , z ], x ] = o . 

其中，是通常的矩阵乘法.运算 [ x , y ] 称为交换子.在矩阵群 g 的李代数 l 上由公式 

Ad g (X) = 9 Xg-\ ad x (Y) = [ X , V ] 


定义线性算子 Adp 和 adx , 其中9 € G , A ：, y e 乙 
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群 G 上的向量场 V 称为左不变的（右不变的)，如果它在群的所有左（右）移动下变为 
自身.这样的场单值地定义在单位矩阵的值，即李代数 L 的某个向量 X . 这个场用 Lx (相 
应地， Rx ) 表示. 

27.14. a ) 证明： 算子 ad x 是李代数 [ 的微分，即 

ad x ([ Y , Z }) = [ ad x ( y )， Z ] + [ YMx { Z )\. 

证明： 这个公式等价于雅可比恒等式. 

b ) 证明： 上面在群 GL ( n , R ) 的任意子群 G 上定义的黎曼度量是双不变的， 
即 G 上的左移动和右移动是它的等距. 

c ) 对于群 GL ( n , C ) 的子群证明 b ) 中的类似结论. 

d ) 证明： 对于任意 X e L ， 算子 adx 对于基灵度量是反对 称的： 

^ d x ( Y ), Z ) = -( Y ^ d x ( Z )}. 

e ) 证明：对于任意 g e G , 算子 Ad s 保持基灵度量，即 ( Ad 5 ( X ), Ad 9 ( y )) 

= 〈 X ， y〉. 

27.15 . 设 G 是矩阵群， L 是它的李代数.对于左不变向量场 L X ， L Y , 通过 

U Y = ^[x,y] = ^{ L x,L y } 

在群 G 上引进联络 ▽. 我们指出，根据本题的 a ) 小题，这个公式不仅在左不变 
向量场上而且在群 G 的任意向量场上单值地定义了联络. 

a ) 证明： 上面引进的公式单值地定义了克里斯托费尔符号 r ^. 

b ) 证 明：群 G 上的这个联络对称并且同基灵度量相容. 

c ) 证明： 一切具有上面描述的黎曼度量的矩阵群 G 的单参数子群，并且仅 
仅它们，是 G 上的经过单位矩阵的测地线. 证明： G 上的所有其他的测地线由单 
参数子群的右（左）移动得到. 

d ) 证明： 本习题定义的矩阵群 G 的联络的曲率张量丑在左不变向量场 
L x ， Ly 和【2上由公式 


R(L Xl L Y )Lz = -~^L[[x,y],z]^ 

{R(Lx,Ly)Lz,L w ) = -i ([X } Y], [Z, W]) 

给出.我们指出，这些公式对于在群 G 上的任意向量场上给定曲率张量开是充 
分的. 

e ) 证阱 从上面指出的关系单值地得到曲率张量的分量 W jkl . 


27.16. 证明： 指数映射 exp : L — G 是李代数 1 的零矩阵的某个邻域到群 
G 的单位矩阵的某个邻域的微分同胚. 

27-17. a ) 对于群 SL (2, R ), 导出计算指数映射的显式公式. 

b ) 说明，对于群 SL (2, R ), 指数映射不是“到上”映射. 

c ) 研究群 SL (2 X ) 的情形. 

d ) 证明： 对于连通紧群 G ， 指数映射总是“到上”映射. 

§28. 曲率张量 

28.1. 计算具有双侧不变度量的群 SO ( n ) 的数量曲率. 

28.2. 设在 n 维黎曼空间取定线性无关向量 令 9ij = { Uj ) 

和 [ X ^ X ,-] = 设 = r ^ Xfc ， 用此和 表示 G . 

28.3. 证明： n 维流形的曲率张量有 n 2 ( n 2 - 1)/12 个代数无关分量.换句话 
说， 一 般形式的曲率张量除“已知的”对称性外，没有其他的对称性. 

28.4. 在什么条件下对称的联络 ▽ 是黎曼联络，即存在黎曼度量此.，使得 

^k9ij = 0 ? 

28.5. a ) 证 明：在 TV 维流形上，数量 

^Irrtnk = ^Imnk 一 ^ _ 9lk-^mn — 9mn^lk Qmk^lTi) 

+ (jy — 1)(J\T _ 2) 一 9lk9mn) 

的集合是张量.张量 C ^ lk 称为外尔 （ Weyl ) 张量. 

b ) 证明： 它同曲率张量有同样的代数性质，此外，满足 AT ( iV + 1)/2 个条件 

C l mlk = & 

C) 证明： 带同样外尔张量的两个黎曼度量共形等价. 

28.6. a ) 说明，在 n (n > 3) 维流形上从度量张量阳和它的曲率张量 Rijki 
可以构造 n(n - l)(n - 2)( n - 3)/12 个代数无关的数量. 

b ) 说明，对于 n = 3,这样的数量是数量曲率丑，卷积心矽和其 
中拓』是里奇 ( Ricci ) 张量. 

28.7. 证明： 如果黎曼流形的曲率张量恒等于零，则沿曲线7平行移动的结 
果在端点不动的条件下不依赖于道路 7 的同伦. 

28.8. a ) 如果在单连通黎曼流形上= 0,则 TM n = M n xR n } 其中 : TM 
是流形 M 的切丛.换句话说，在这种情形下，切丛是平凡的，而流形本身是可平 
行化的. 

b ) 阐明在非单连通情形发生什么. 
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28.9. 证明： 在黎曼流形的任意点 o ;， T X M 中的任意方向是里奇张量的主方 
向，当且仅当 M 是爱因斯坦空间. 

28.10. 说明，下列度量有常高斯曲率,求这个 曲宰： 

a ) ds 2 = du 2 + dv 2 \ b ) ds 2 = du 2 + cos 2 — dv 2 \ c ) ds 2 = du 2 + cosh — du 2 , 

其中 a 是不等于零的常数. 江 a 

28.11. 证明： 一般形式的仿射联络满足比安基 ( Bianchi ) 恒等式 

S [lk R ln]pj' 

28.12 . 设= Tljdu k 是联络形式，而 

= ~ Rkmjdu k A du 171 

是联络的曲率形式.证明它们满足嘉当结构方程 

0 } = AiJj. 

28.13. 指出，比安基公式可以写成形式 


dn 卜八略 


28.14. 固定任意的无挠的仿射联络.在某个点 O 的邻域 U 中取坐标 
( x 1 ,...,^ 71 ), 而点 O 的坐标是«…， xg ) •令 

x fc/ =(x fc -xg) + i - xl){x^-xi) 


在中引进新的坐标 W '). 证明： 在新的坐标系中，点0有零坐标，并 


且克里斯托费尔符号在点 O 成为零.这样的坐标系称为 测地坐标系. 

28.15. 验证， 在点 O 的测地坐标系中，曲率张量的分量和它的共变导数的 
值由下列公式 给出： 


R %. k { 0 ) = 


吨(0) 

dxJ 


dT %( Q ) 

dx k 


28.16. a ) 利用前一个题，验证比安基公式的正 确性： 


Kfc/ + Wmfc + ▽4 = 0. 
b ) 证明关于里奇张量和数量曲率丑的 等式： 



1 dR 

2dXm 
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28.17 . 设 此 ，丑 2 ，丑 3 是 M 3 中的某个曲线坐标系的拉梅系数.证明关系： 

d i / 1 dH 2 i \ d 2 ( l dHi 2 \ 1 dH \ 3 dH 2 3 n 

d 2 ( 1 dH 3 2 、 9 3 / 1 dff 2 3 \ 1 dH 2 1 dH 3 1 

yAir 2 j q h mW ， 

d 3 / l dH 1 3 \ d x ( 1 8H 3 Ail dH 3 2 dHi 2 _ 

d^ q \ih^d7 q ) + d^ q \Jh~d^~ q / + Hi^~ q ~^r q - 、 

d 2 ^ _ 1 dH 3 2 dUi 3 J_dHi 2 dH 2 3 . 

dq 2 dq 3 ds ^ 9 s ^ + i/2 9 s 分 ds ^ J 

d 2 H 2 _ 1 dH x 3 dH 2 1 1 dH 2 3 dH 3 u 

dq ^ dq 1 H \ ds ^ ds ^ H3 ds ^ ds ^ ' 

d 2 H 3 1 dH 2 2 1 dH z 々 Hi 2 

dq ^ dq 2 = lh ~ d^ q ~ dT q + lh ~ d^ q ~ d^ Q * 

28.18. 证明： 满足前一个题的关系的光滑函数 

丑 i(〆 W) ， H 2 (q\q 2 ,q 3 ), 丑 3 W ， g 3 ) 

对于某个变换 

x s = xW ， g 3 ) (s = 1,2,3) 

是拉梅系数. 

28.19. 证明： 具有非正曲率的完备黎曼流形的基本群不含有限阶的元素.设 
M 是具有严格负曲率的完备黎曼流形，证明 7 n ( M ) 具有下列 性质： 如果两个元 
素可交换（即= 6 a , 其中 a,be 7 Ti ( M )), 则 a 和 b 属于一个循环子群. 

28.20. 证明： 带严格正曲率并且维数是偶数的闭定向黎曼流形单连通. 

28.21. a ) 证明： 任意具有常正曲率7的紧致闭黎曼流形等距于球面妒或 
MP n (半径为 1/ V 7). 

b ) 设是紧致闭单连通的完备黎曼流形，而道路 C (〖） 是对于某个点/ e 
M n 的第一共轭点的集合. 证明： 如果是对称空间，则补集 M n \ C ( l ) 同胚 
于开圆盘. 

28.22. 证明： 带正曲率的 m 维完备非紧致黎曼流形微分同胚于 IR ' 这里 
m = 2或 m 彡 5. 

28.23. 设: c ， y 是标准球面 S 12 的邻近的两个点，又设/⑷是顶点为 x ， y，z 
的测地三角形的面积. 

a ) 函数 /( z ) 是球面 S 2 上的调和函数吗？ 

b ) 研究 n 维球面的情形（此时是测地单纯形的体积,该单纯形的一个 
边固定，而2是自由顶点). 
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c ) 研究罗巴切夫斯基平面上的同样的问题. 

28.24. 证明： 如果是完备单连通黎曼流形， n 是奇数，并且在上存 
在这样的点 P, P 的第一共轭点的集合正则并且有常阶数 fc , 则 A: = n - 1 ， 并且 
M n 同胚于球面(点的阶是其重数). 

§29. 向量场 

29.1. 求函数 / = ln(x 2 + 2 / 2 ) 在点 P = (1,2) 沿曲线 y 2 = 如的方向导数. 

29.2. 求函数 / =： arctan(y/x) 在点 P = (2, —2) 沿曲线 x 2 + y 2 - 4z = 0 的 
方向导数. 

29.3. 求函数/在点 P 沿曲线 7 的方向 导数： 

a ) / = x 2 + y 2 , P = (1,2), 7 : x 2 y 2 = 5; 

2 2 

b ) / = 2 xy + y 2 , P = ( v ^, 1)，7: y + y = 1； 

c ) f = x 2 - y 2 , P = (5,4)， 7 : X 2 ~ y 2 = 9; 

d ) / = ln(xy + yz + xz ), P = (0, 1， 1)， 7 : x = cost , y = sint ，z — 

e) / = x 2 + y 2 + 2 2 ， P = (0,i?,7ra/2), 7 : x = Rcost，y = Rsint ^ z = at . 

29.4. 求函数 / + ^ + ^ 在任意点尸 = ( x ， y， z) 沿这个点的径向量 

方向的导数. c 

29.5. 求函数/ 二 f ( x ， y ， z ) 沿函数 p 的梯度方向的导数. 

29.6. i ^ v ( x ^ z ) 是绕某个轴旋转的刚体的速度场. 证明： 

a) div v = 0; 

b) rot v = 2w, 其中 w 是角速度向量. 

29.7. 设 X = (； r ， ％ 2 ), Y 是常向量场. 证明： rot (Y x X) = 2Y. 

29.8. 证明： rot grad F = 0. 

29.9. 证明公式 

A { FG ) = FAG + GAF + 2 (grad F, grad G ). 

29.10. 解方程 rot X = Y: 

a ) Y= (1,1,1 )； b) Y=(2y,2^,0); 

c) Y = (0,0, e x — e y ) : d) Y = (6y 2 , Qz , 6a:); 

e) Y = (3y 2 , -3x 2 , —(y 2 + 2a:)); f) Y = (OJcosa^O); 

g) Y= (- x 2 二 2 、 2 二 2 ,0); h) Y = { ye x \2 yz ,-(2 xyze x2 + z 2 )). 

29.11. 证明： 紧致流形上的每个光滑向量场对应单参数微分同胚群其 
轨道切于给定向量场. 
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29.12 . 设 V 是向量场的有限维线性空间，相对于换位子是闭的，即对于 
tr ； G V 有[《，切6 V . 证明： 1/是李代数. 

29.13. 在前一个习题里，指出，对应代数 F 的单连通李群 G 作用在紧致流 
形上，并且每个场 ieV 给岀群 G 内的一维子群，其作用轨道切于向量场 e 

29.14 . 设 P ， Q 是圆盘 P C 5 T 中的任意两个点.求空间的这样的微 
分同胚 c /?, 使得 ip ( P ) == Q , 如果 x 《 D n ，贝 !] ip ( x ) = x . 

29.15. a ) 在标准球面妒上构造在每个点线性无关的三个光滑向量场. 

b ) 以显式求由球面的径向量乘以虚四元数得到的场的轨道.这里将 
球面妒看做单位长度的四元数的集合. 

29.16. 证明： 在流形上每个光滑同胚的单参数群对应点的轨道的速度场. 

29.17. 在非紧流形上引进向量场的例子，其轨道不是由任何单参数变换群 
产生的. 

29.18. a ) 证明： 对于 开球& 的任意两个点 n 和 x 2 , 存在球到自身的微 
分同胚对调点 A 和: C 2, 即 ^ p { xi ) = X 2 并且#(0：2)=工1. 

b ) 证明： 对于任意两个点 x u x 2 eb -, 存在这样的单参数的微分同胚糾，使 
得讲)是恒等映射，并且 9^1(2^) = Z 2. 

C ) 设 X 是光滑连通流形，是任意两个点.求这样的单参数的微分同 
胚外，使得仰是恒等映射，并且 M ^ o ) = x l . 证明： 不失一般性,可以认为在某 
个紧致集外，所有映射抑恒等. 

29.19. 设有限群 G 光滑作用在光滑流形 X 上. 证明： 如果群 G 的作用是 
自由的（即每个点 xeX 仅对于群 G 的单位元的作用保持不动)，则商空间 X/G 
是流形. 

29.20. 设/⑷是单变量复解析 函数.证明： 向量场 gradRe / ⑷， gradIm /( 2 ) 
的奇点（零点）与导数 f ( z ) 的零点重合. 

29.21. 求与流 v 2 ( x ) 正交的流 v 1 ( x ) 的积分轨线，其中 v 2 ( x ) = grad /( x ), 
X e M n , f ( x ) 是角 AxB 的值.这里 A , B 是平面 M 2 的定点，而; r 是动点. 

29.22. 证明： 无旋场 v = CP ， Q ), 其中尸， Q 是平面 R 2 上的流的分量，是 
有势场，即对于某个光滑函数/有 v = grad /( x , y ). 如果流还是不可压缩的，即 
divv = 0,关于函数/可以说什么？ 

29.23. 设向量场$满足条件 div ^ = 0. 说明，沿积分轨线的位移算子是酉 
算子. 

29.24. 求环面了 2 上的无奇点的向量场的所有同伦类.同伦应当经过无奇 
点的向量场的类. 

29.25. 证明： 如果2维环面上向量场 X 在无奇点的向量场内同伦于场 

9 (fi 
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则它有周期轨道. 

29.26. 求光滑闭曲面 M 2 上的线性无关的切向量场的最大个数. 

29.27 . 设 m ， n 是环面 r 2 上的向量场的回转数， A = ( m , n ). 证明对于这个 
场，存在 A 个周期解（闭轨道). 

29.28. 庞加莱-本迪克松定理.设在平面的某个区域给定向量场.在这个区 
域固定不含向量场的奇点的某个紧致集如果在 K 内存在这样的点，使得向 
量场从这个点出发的积分轨线不离开 K ， 则在 K 内必定存在向量场的周期轨线. 

29.29. 设平面上的点尸对于向量场的某个轨线是渐近的，即它属于这个轨 
线的闭包. 证明： 经过 P 的轨线对于上述轨线是渐近的. 

29.30. 证明： 仅有孤立奇点的向量场的集合道路连通. 

29.31. 证明： 闭流形上的向量场的奇点的指标的和在光滑形变下不变. 

29.32. 证明：向量场 v ( x ) = ( x 1 , - x °, x 3 , - x 2 ) 的所有轨线的集合同胚于球 
面 S 2 , 其中 

x = ( a : 0 ,^ 1 ,^ 2 ^ 3 ) G S 3 : (| x | = 1) C M 4 . 


求与霍普夫丛妒—炉的联系.这个向量场如何与四元数联系? 

29.33 .令 


d 

dz 



- •， 



+ 


%)- 


指出，当且仅当对于所有 k 有 ^( f ) 三0,函数 f 全纯（还可以参考习题 25.66). 

oz K 

29.34. a ) 证明： 任意二维定向流形在去掉一个点后变为可平行化的. 

b ) 这个断言对于不可定向曲面是否成立？ 

c ) 是否可以使得不可定向曲面（带边界或不带边界）在从它去掉点和嵌入 
的圆周之后成为可平行化的？ 

29.35. a ) 在二维闭曲面上构造恰好有三个临界点的光滑函数. 

b ) 对于怎样的曲面这样的函数可以是莫尔斯函数（这意味着它的所有临界 
点都是非退化的）（见图 102)? 

29.36. a ) 在二维闭曲面上构造恰好有四个临界点的光滑函数. 

b ) 对于怎样的曲面这样的函数可以是莫尔斯函数（这意味着它的所有临界 
点都是非退化的）（见图 103)? 


§30. 变换群 

30.1. 设有限群 G 光滑地作用在流形 X 上，邱 e X 对于群 G 的任意元素 
的作用都是不动点. 证明： 在点: ro 的邻域内可以建立局部坐标系，使得在这个 
坐标系中群 G 的作用是线性的. 
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图103 


30.2. 推广上一个习题到任意紧致李群的情形. 

30.3. 证明： 光滑流形上有限群 G 的作用的所有不动点的集合是光滑（一般 
地说，不同维数的）子流形的并集. 

30.4 •设 G 是李群.证 明：群 G 的借助左（右）移动的在自身上的作用是光 
滑的. 

30.5. 设李群 G 通过内自同构作用在自身上. 证明： 不动点的集合同群 G 
的中心重合. 

30.6. 证明： 欧几里得空间的等距群由正交变换和平行移动构成（见图 104). 
在这个插图中，标架 Oxyz 固定，而与飞机刚性联系的标架 O f x f y f z f 借助欧几里 
得空间的等距得到. 
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图104 


30.7. 证明： 标准 n 维球面的等距群同构于 ( n +1) 维欧几里得空间的正交 
变换群. 

30.8. 证明： 李群办⑴和 SU (2) 同构. 证明： 它们微分同胚于球面 S 3 . 建 
立与四元数的联系. 

30.9. a ) 在四元数空间 H 中给出形式如 Ax 的线性变换，其中 
X ， 4 e M ， 并且 A 的模等于 1. 证明： 所有线性变换 M 的集合组成同构于 SU (2) 
的群. 

b ) 在四元数的空间 IK 中考察由公式 L a , b ： AxB 给定的线性变换，其 
中 G H , 而4和 S 的模等于 1. 证明： 所有这些变换的集合组成同构于 
SO ⑷的群. 

c ) 证明： 50(4) 同构于商群炉 x S 3 / Z 2 , 其中妒配备了群结构 SU {2) ^ 
办⑴. 

d ) 对于任意 n , 求 SO ⑻的基本群.首先考察 n = 3和 n = 4的情形. 

30.10 . 用 A z ( ip ), A y ( ip ), A x ( ip ) 分别表示下列矩阵： 



cos(p simp 


o \ 


— sin p cos ip 0 


0 


0 


1 


cosip 0 sirup 


0 


1 


0 


、 — sinc^ 0 cose/? 


(i 

o 

v° 


0 0 
cosy ? simp 
— sin(f cos cp 


显然，这些是相对于对应坐标轴旋转的矩阵.任意矩阵 A e SO (3) 可以表示成相 


对于两个轴的三个旋转的形式 
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这里，指标《和 j 在集合 { x , y , z } 中取值,并且 i 图105对应矩阵4乘积 
形式 A z (( f ) A x (6) A z (% l ；) 的表示. 

角以0，分称为欧拉角. 

a ) 对于欧拉角的选取有多少不同的变形？ 

b ) 证明： 欧拉角几乎在整个群 50(3) 上是局部正则坐标.求 50(3) 中的这 
样的矩阵的集合，对于它欧拉角不是正则坐标. 

c ) 求 50(3) 上的基灵矩阵通过欧拉角的表达式. 

d ) 求群 50(3) 的体积. 



图105 欧拉角， w 轴是平面 Orry 和 Ox ? 的交 

30.11. 不仅仅欧拉角可以用作群 50(3) 的坐标.事实上，任意矩阵 A e 
50(3) 可以表示成形式 

其中在集合 { x , y ) Z } 中取各种值.在这种情形下角 a 0和矽称为 飞行角 
(见图 106). 

a ) 对于飞行角的选取有多少不同的变形？ 

b ) 证明： 飞行角几乎在整个群 50(3) 上是局部正则坐标.求 50(3) 中的这 
样的矩阵的集合，对于它飞行角不是正则坐标. 

c ) 求 50(3) 上的基灵度量通过飞行角的表达式. 
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图106 飞行角是相对于所指出的轴的旋转角 


30 . 12 . 证明： 0 二是舻中的正交变换.求它的转动轴、旋转角和欧 
拉角，如果 ^ 



30 . 13 . 求转动轴和旋转角，如果正交变换的所有欧拉角等于 

a ) 7 r /3; b ) 7 r /4. 

30 . 14 . a ) 证明： 李群 50( n ), SU{n), U(n), Sp(n) 连通. 

b ) 证 明：群 O ( n ) 有两个连通分支. 

c ) 求伪欧几里得空间的运动群的连通分支的个数. 

d ) 证 明：群 5 L (2, IR )/{±£；} 连通. 

30 . 15 . 用和所有 nxn 的复方阵等同的欧几里得空间（酉矩阵和反埃尔米 
特矩阵自然嵌入到这个空间）中的子空间实现群 U(n) 和它的李代数 

a ) 证明： U(n) c S 2n2 ~\ 其中球面 5 2 - 2 * 1 标准嵌入到 E 2 - 2 = C n " 并且半 
径为 v ^. 

b ) 证明： 在作为炉 1 中子流形的群 SU(n) 上诱导的黎曼度量与群 SU(n) 
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上的双不变的基灵度量一致. 

c ) 求作为空间 C n2 中的子流形的交 U ( n ) nu ( n ). 

30.16. 对于群 O ( n ) 和 Spin ) 提出并解决类似的问题. 

30.17. 证明： 黎曼流形的所有等距的群是光滑流形，即是李群.通过黎曼流 
形的维数估计其维数的上界. 

30.18. 列举直线 R 1 的变换的所有有限李群. 

30.19. 求复平面内保持圆盘| 2 | < 1 的所有分式线性变换的群. 证明： 这个 
群同构于群 5 L (2, M )/ Z 2 . 也等距于所有的保持 R 3 ( a :， y ，0 内的形式出 2 
的所有变换的群.建立同罗巴切夫斯基几何的联系. 

30.20. 证明： 等距于罗巴切夫斯基平面(带常高斯曲率的标准度量）的群的 
单位元的连通分支同构于 5 L (2, R )/ Z 2 . 求罗巴切夫斯基平面的运动群的连通分 
支的总数. 

30.21. 证明：由一个在二维球面上速度的模为常数的滑动质点组成的系统 
的相空间微分同胚于 HP 3 . 

30.22. 物质球夹在两个平行的切平面之间.在平面保持平行并保持它们之 
间的距离运动时，球在切点无滑动的情形下转动.考虑球的所有这样的由上平面 
的运动所诱导的位移，球的在下平面的接触点在下平面上描绘出闭轨线，即接触 
点返回到出发时的位置.由球的这样的运动可以得到群 50(3) 的怎样的部分（在 
返回到出发点之后球的转动的确定)？ 

30.23. 求商群 G/Gq, 其中 G 是带标准度量的罗巴切夫斯基平面的运动群, 
而是单位元的连通分支.指出这个标准度量的所有共形变换. 

30.24. 求直线妒的仿射变换群的所有离散子群. 

30.25. 证明： 李群 G 上的左不变向量场与群 G 在单位元的切空间 T e ( G ) 
的向量一一对应. 

30.26. 证明： 李群 G 上的两个左不变向量场的换位子仍是左不变向量场， 
即换位子运算把空间 T e ( G ) 转换成李代数. 

30.27 •设$是左不变向量场，外是与它对应的单参数变换群.证明对于任 
意 t , A 是右移动，即 < ft { g ) = gh u 其中 / i t 是群 G 的某个元素. 

设 G 是李群，是在单位元的邻域内的局部坐标系（单位元的坐标是零).这时， 
乘法运算诱导向量函数 q = q ( x , y ) = xyx ~ x y ~ l , x = ( x 1 ,..., x n ), y = ( y 1 ，...，，) .函数 
q = q ( x , y ) 的泰勒展开有形式 


g* = ^2c jk x 3 y k el, 
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其中4是相对于坐标 x i 1 y i 的三阶小量.双线性表达式 

在群 G 的单位元的切向量上定义某个运算.这个运算表示为 C = [trfi C 称为向量 S 和 r ? 
的换位子.这样一来，切空间 T e ( G ) 就成为代数，称为李群 G 的李代数. 

30.28. 证明李代数 L 具有下列 性质： 

a ) [^ v ] = ，幻； 

b ) 雅可比恒等式 


[[ tv ] X ] + [[” ， C ]， 汔]+ [[C ， 幻 ，”] = 0 . 

30.29. 验证： 如果把向量$看做（右）左不变向量场，则李代数 L 中的运算 
变为李群 G 上的向量场的交换子. 

30.30 •设 x ⑷， y ⑷是经过群 G 的单位元的两条曲线，并且 《 = g ⑼， r? = 

at 

f ⑼证 明： 


[tv] = ^ (x(v^ )y{\Tt )x~ 1 (v / i )y~ 1 (Vt )) |i =0 - 

30.31 . 设 7 ⑷是李群的单参数子群，假设7与自身相交.证明：存在这样 
的数 I > 0,使得对于所有 i e R 有 7 (t + L ) 二 7 ⑷.由此特别得到李群的任意 
单参数子群看做一维李群同胚于直线或圆周. 

附注非紧致单参数子群可能相当复杂地嵌人到李群，例如，形如在某些维数的环面上 
的无理的或稠密的缠绕. 

30.32. 设群 G 是紧致连通李群.说明，每个点属于某个单参数子群. 

30.33. 设群 G 是光滑作用在流形 M 上的紧致群.证 明：在 M 上存在这样 
的黎曼度量，对于这个度量 G 是等距群. 

30.34. 证明： 交换的连通李群局部地等距于有限维向量空间. 

30.35. 证明： 紧致交换连通李群同构于环面. 

30.36. 证明： 交换连通李群同构于向量空间上的环面的乘积. 

30.37. 设李群 G 是矩阵群 GL { n , C ) C C n ' = End ( n ， C ) 的子群.指出，在 
看做 End ( n , C ) 的子空间的群 G 的李代数 L 中，换位子运算同通常的矩阵的换 
位子一致，即[在， 7)} =^7]-7 ]^,其中 ^,77 G L . 

30.38. 描述下列矩阵李群的李 代数： 


SL ( n , C ), 5 X ( n ， M )， U ( n ), 0( n ), 0( n , m ), Sp ( n ). 
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30.39. 证明：有限群不可能有效地作用在 R n 上®, 


§31. 微分形式 

31-1- 计算位于半径为 i ? 的球面上的曲线 x = x ( s ), y = y ( s )， 之=的 
测地曲 率心， 并由此导出下列求球面上由闭曲线 L 界定的区域的面积 S 的 公式: 


2 tt 土 


k 2 


B ? 


ds ) R 2 . 


这里 A : 是曲线的 曲率. 提请注意，在求积分时要考虑测地曲率私 


k 2 


R ? 


符号.即，如果测地曲率向量指向区域内部，取负号相反的情形取正号 
用公式~ = ( r '， r 〃, n )/ l r '| 3 计算测地曲率时这是自动成立的（见习题 11 . 7 ). 


31.2. 在下列情形求 



U )： 


a) uj = (x + y)dx 十 （x - y)dy, M: $ + = 1; 

b) uj = (2a - y)dx -f xdy, M \ x = a(t - sint), y = a(l - cos t), 0 ^ i ^ 27r ； 

c) to = (y 2 - z 2 )dx + 2yzdy — x 2 dz, M: x = t, y = t 2 , z = t 3 , 0 ^ t ^ 1; 

d) uj = ydx + zdy + xdz^ M: x = a cost, y =： asin^ z = bt, 0 ^ 2 tt; 

e ) ^ = (y + z)dx + (x + z)dy + (x + y)dz, 

M: x = a sin 2 ^ y = 2a cos tsint y z = a cos 2 0 ^ 2tt; 

f) ^ = (y - z )d^ + ( 之一 工 ) dy + {x~ y)dz, M ： x 2 +y 2 = a 2 , - + - = 1 ； 

a h 

g) u) = (y 2 4 - z 2 )dx + (x 2 4 - z 2 )dy + (x 2 + y 2 )dz, 

M : x 2 -\-y 2 + z 2 = 2Rx, x 2 + y 2 = Rx; 

h) w = (y - z)dy Adz + (z - x)dz A dx + (x — y)dx Ady, M : x 2 + y 2 z 2 = 1; 

i) a; = xdy A dz + ydz A dx zdx A dy } M : x 2 + y 2 + 2 2 = a 2 ; 

•、 dy A dz dz A dx dx t\ dy 、 r x 2 y 2 z 2 

J - + - + - M ： —+ + _ = l 

x y z a 2 b 2 c 2 

曲面由外法向量定向.在 a ) 小题，曲线按逆时针定向，在 f ) 和 g ) 小题，如果从 
Ox 轴的正方 向看， 沿逆时针方向. 


0 X Z 

a ’ a+ X 


31-3 - 


对于下列闭曲面 S ， 计算曲面积分 JJ<p 


dn 


da ： 


a ) p = z 2 , i )^ x 2 + y 2 - z 2 , E 界定 区域: x 2 + y 2 + z 2 ^ 1, y > 0; 

①群 G 有效地作用在 R " 上是 指:若 9 eG，g 妾 e , 贝«对于任意 x ^ ^ gx ^ x . 


译者注 
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b) = 2a; 2 ，# = x 2 + 2： 2 ，S 界定区域： x 2 + 2 / 2 彡 1 ， 0 彡 2 彡 1; 

c) ip = ij) — z)/y/Z, S 是球面 x 2 y 2 z 2 = r 2 ; 

d) v? = 1, ip = e x smy + e y sinx + 2, E 是三轴摘球面 ~ ^ = 1, 

a z o z c z 

这里 # 表示曲面沿外法向的导数 . 

on 

31.4. 求下列柱坐标中函数的 梯度： 

a) u = p 2 + 2p cos(p — e z siny?; b) u = p cos ip + 2 sin 2 (p — e p . 

31.5. 对于柱坐标中的向量场，求 divX: 

a) X = (p ， zsinc^, e(f cosz); b) X = (parctanp, 2, —z 2 e z ). 

31.6. 对于球坐标中的向量场 


X 


2 


2 


r , —2 cos (f 




r 2 + 


)， 


求散度 . 

31.7. 求球坐标中下列向量场的 旋度： 

a) X = (2r + a cos (p, —a sin 沒 ， r cos 汐 )， a 为常数； 

b) X = (r 2 ,2 cos —ip). 

31.8. 验证 , 球坐标 (r, 6, <p) 中的下列向量场是有 势的 : 

a) X = (2cos^/r 3 ,sin0/r 3 ,0); b) X = (/(r),0,0). 

31.9. 求柱坐标 (p,ip,z) 中下列向量场的 位势： 


a) X = (l,l/p,l); 


t>) X = (p, (f/p,z)] 


c) X = ((pz^ z 1 p(f); d) X = (e p sirup, 


e p cosy? 
P 


2z 


e) X = (pcos 2, cos 2, —p^psinz). 

31.10. 求球坐标 (r, (9, ip) 中下列向量场的 位势 : 


a) X = ($ } 1,0); 


b) X 


c) X 


{ip 2 /2,e/r,if/s\n6)\ 

e r cos 6 


2r ，一 , - sin9 
r r 


e)X=^sin^ r ， (1 切， — 

31.11 . 在球坐标中计算向量场 


d) X = (cos ep sin 0， cos 99 cos 0 ， 一 sin (f) 

2ip 


X = (r, 0, (R -f r) sin 6) 

沿圆周 {r = R, 9 = 7r/2} 的环量 . 

31.12. 计算向量场沿柱坐标中给定的曲线 L 的线积分， 如果 : 

a) X = (z, ptp, cos (p), L 是直线段 {p = a, p = 0, 0 < 2 彡 1}; 

b) X 二 （ p, 2pf,z), L 是半圆周 {/9 = 1, z = 0, 0 ^ < 7r}; 
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c) X = (e^cos^^sin^,^), L 是螺旋线 {p — R , z — ip , 0 (f 27r}; 

d ) X = ( 2 , pz , p ), L 是圆周 {p = \, z = 0}; 

e ) X = { psinp , - p 2 z , p 2 }, L 是圆周 {p = R , z = R }; 

f ) X = ( zcos ^, p , c ^ j 2 ), L : {p = sin9 ?, z = 1}. 

31.13. 计算向量场 X 沿球坐标中给定的曲线 L 的线积分, 如果： 

a ) X = (4 r 3 tanc ^/2, cos 2 ^), L : {cp = 7r / 2 , 0 = 7r / 4 , 0 ^ r < 1 }; 

b ) X = ( sin 2 sin^j r ^), L : {(f = 7r / 2 , r = 1 / sin ^, 7r/4 ^ 0 ^ 7r / 2 }; 

c ) X = ( r ^, O , rsin 0), L : {r = l , 0 = 7r / 4 , 0 ^ ^ ^ 27 r }; 

d ) X = (r sin ^, 0 e e , 0), L : {r = sin ip y 0 = 7r / 2 , 0 彡 p 彡 7r }; 

e ) X =(0,0， n^)，L 界定半圆盘 tt /4} 的 周线； 

f ) X = ( r , 0, (R + r ) sin 0)^ L : [r — R , 6 = 7r / 2 }; 

g) X = (e r cos^,2^cosy?, y?), L: {r = 1, ^ = 0, 0 < 99 ^ 7r}. 

31.14. 求向量场 X 通过柱坐标中给定的曲面 S 的流量， 如果： 

a ) X = ( p , - cosip . z ), S 界定区域 {/) ^ 2, 0 ^ 2 ： < 2}; 

b ) X = ( p , p ( f , -2 z ), S 界定区域 {p 彡 1, 0 彡 p 彡 7r / 2 , -1 彡 2 彡 1 }. 

31.15. 求向量场 X 通过球坐标中给定的曲面 S 的流量， 如果： 

a ) X = ( l / r 2 ,0,0), S 围绕坐标原点； 

b ) X = ( r , rsin 沒， -3 rpsin 沒)， 5" 界定区域 {r R , 0 ^ 7r / 2 }; 

c ) X = ( r 2 T 0, i? 2 cosc ^), S \ {r = J ?}; 

d ) X = ( r ,0 T 0), 5 界定区域 { r ^ R ,6^ tt /2}; 

e ) X = ( r 2 ,0, i ? 2 rsin ^ cost /?), 5 界定区域 {r 彡丑， 0 彡 0 < 7r / 2 , 8 ^ 7t / 2 }. 

31.16. 证明： 李群上的双不变形式是闭的. 

§32. 同伦论 

32.1 表示成胞腔复形的 形式： 

a ) 环面； 

b ) 克莱因瓶； 

c ) 胞腔复形 X 上的纬垂. 

32.2. 证明： 球面 S 00 和球是胞腔空间. 

32.3. 证明： CW 复形的拓扑在所有特征映射是连续的拓扑中是最弱的. 

32.4. 证明： CW 复形上的函数连续，当且仅当它在每一个有限子复形上 
连续. 

32.5. 证明： 带张在经线上的圆盘的环面同伦等价于束5 1 V 5 2 . 

32.6. 证明： 带张在经线上和纬线上的圆盘的环面同伦等价于球面 S 2 . 
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32.7. 推广习题 32.5 和 32.6 到任意# x S n ~ k 的情形. 

32.8. 证明： 空间的同伦等 价性： 

(X xS n )/( XvS n )^^ n X . 


32.9. 证明： 同伦等 价性： 

a ) S(X V y ) ~ EX V Ey ； 

b ) T,(X AY ) - E(X x y)/(EX V EF ). 

32.10 •设 P { X - A , B ) 是起点在乂中，终点在 B 中的道路空间.设 A C 
证明： P ( X ', A , B ) 包含同伦于 A 的子空间. 

32.11. 设/ : X — S 是单纯复形的连续映射 ， y CX 是子复形，在 y 上映 
射/是单纯的. 证明： 存在复形 X 的使 Y 保持不动的重分，映射/同伦于某个 
单纯映射 g ， 并且在 F 上同伦于常映射. 

32.12 . 设 X 是单纯复形，&是顶点为: r 的星形. 证明： 星形&的任意两 
个单纯形沿某个边界相交. 

32.13. 证明： 单纯复形的单纯映射连续. 

32.14 . 设 X 是单纯复形 ， e > 0. 证明： 存在复形 X 的这样的重分，使得每 
一个新的单形的直径小于 e . 

32.15. 证明： 一维胞腔复形是 K ( tt ，1) 型的空间，其中 7 T 是自由群. 

32.16. 证明： 可收缩空间同伦等价于点. 

32.17. 证明： 任意两个 K ( tt ，1) 型的空间弱同伦等价. 

32.18. 证明： 

a ) 5 n A 5 fc = 5 n+fc ; 

b ) S n / S k 同伦等价于 V 炉 +1 ; 

c ) S n \ S k 同伦等价于 S n ^ k - 1 ： 

d ) S n \ S k 微分同胚于 S n ~ k ~ l x R fc+1 . 

32.19. 证明： CW 复形上的函数连续，当且仅当它在每一个有限子复形上 

连续 

32.20. 证明： 如果两个拓扑空间的乘积同胚于任意一个拓扑空间上的纬垂, 
则或者两个因子是收缩的，或者其中的一个缩减为一个点. 

32.21. 设空间 x 可收缩到子空间 Y ， 并在 r 上同伦不动（是常值). 证明: 
x 中的任意端点在 y 中的道路同伦于完全位于 y 中的道路（同伦在端点保持 
不动). 

32.22. 证明： 所有连通胞腔复形同伦等价于带一个顶点的胞腔复形. 


①同32,4题. 


译者注 
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32.23. 证明： 球面 5- 1 可以表示成带公共边界 f x - 1 的并集形式 
( S r x D n - r ) U ( D r+1 x S n ~ r ~ 1 ). 

32.24. 考察欧几里得空间，中的标准球面沪- 1 和两个嵌人其中的球面 


s r 


一 1 




= 0}’ S n ~ r ~ l 


= {a：i = • • * = x r = 0}. 


证明： 任意一对点 y eS r ' X £ 5— - 1 可以用与这两个球面没有其他交点的 
唯一大圆弧连结. 

32.25. 求射影欧几里得空间 MP 3 中的闭单叶双曲面 r = { x 2 ^ y 2 - z 2 = 1} 
的拓扑类型. 

32.26. 沿中线截断嵌入到 1 R 3 中的默比乌斯带.这样得到的流形是否可定 
向？重复截断过程若干次.描述所得到的不连通流形，并且求任意两个连通分支 
的环绕数（见图 107). 




图107 

32.27. 证明： 无重根的三阶多项式的空间同伦等价于 球面沪 中的三叶线 
的补集.构造以显式表示的形变. 

32.28. 考察 IR 3 中两个缠绕的 圆周搿 和匀（见图 108). 给出群 TTi ( E 3 \ 
(A U B ), xq ) 中关系 aba 一 1 b — 1 = 1 的几何证明. 



图108 
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32.29. RP 2 看做对径点等同的球面.用 a 表示 RP 2 中这样的道路，它在球 
面上用连结球面的两个对径点的大圆的弧表示.给出群 7 n ( MP 2 ) 中关系 a 2 = 1 
的几何证明. 

32.30. 考察 C n 中坐标两两不同的点的集合.指出所得到的空间有艾伦伯 
格一马可林复形的类型 

32.31. 构造两个同伦不等价的空间 ；^， X 2 和——连续映射/: A — X 2 , 
g : X 2 X \ 的例子. 

32.32 . 用 { X , Y } 表示所有从空间 X 到空间 F 的连续映射的集合.设 
h ： X — X ， 是连续映射，而对应 { X \ Y } ^ { X , Y } 由公式 屯 ( a ) = ah 定义. 
证明：$将同伦映射对应为同伦映射. 

32.33. 证明下列同伦等价 成立： 

E (5 n x S 771 ) ~ 夕穴十 1 V 5 m+1 V 5 n+m+1 - 

32.34. 证明： 无穷维球面沿自身收缩到点. 

32.35. 证明： 连通有限图同伦等价于圆周的束 V 5 1 . 

32.36. 设映射 X — Y 满足覆叠同伦公理. 证明： 点的原像同伦等价. 

32.37. 设空间 X 收缩到其道路连通子空间儿 证明： 空间 X 道路连通. 

32.38. 在空间 X 中取定点: co 和: n •设 Y 是起点在: cq 经过点 Xl 的道路 
的空间. 证明： 空间 F 是可缩的. 

32.39. 证明： 所有道路的空间 P ( X ; X , X ) 收缩到 X C P ( X ; X , X ), 并且在 
X 上不动. 

32.40. 设给定空间序列 C 并且 X n+1 保持在上不动收缩到 
X n . 证明： 空间 


n 


收缩到并且在上不动. 

32.41. 证明： 所有开 n 维流形同伦等价于 n - 1 维复形. 

32.42. 证明： 如果空间 X 沿自身收缩到子空间 A 并且在乂上不动，则 4 
同伦等价于 X . 

32.43. 考察下列空间 X (它们显然是胞腔复形).用 M 2 表示通常的带同胚 
于圆周的边界 dM 2 的默比乌斯带.“三重”默比乌斯带这样构 造:设 r 由位于同 
一个平面上的夹角相等的三个等长的线段组成.在乘积 T x j 内把子空间 r x 0 
和 : T X 1扭转 27T/3 后再把它们等同.得到的空间 m 3 的边界同样同伦于圆周. 
空间 x 从 m 2 和 m 3 通过把线段 a c dM 2 和 / 2 c dM 3 等同而得到. 证明 ： ax 
是空间 x 的（非形变的）收缩核. 
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32.44. 确定集合 tt (5 1 x S 1 ，#) 和 7 r ( S k x 5 n - fc , S n ). 

32.45. 对于拓扑空间 X ，用 Cati ( X ) (相应地， Cat 2 ( X )) 表示使得 X = 

并且嵌人 XiCX 同伦于常映射（相应地，尤可收缩）的闭 子集足 的最小数. 
求 CatJILP 71 ) 和 Cat 2 ( RP n ). 

32.46. 对于带三个等同的点的 球面反 计算 CatjiO 和 C ^ t 2 ( K ). 

32.47 . 设 M 2 是亏格为/ I 的紧致闭定向2维流形，即 M 2 是带 h 个柄的球 
面 S 2 . 精确到同伦型求 S 2 M 2 (二重纬垂). 

32.48 •在 RP n 内考察带非齐次坐标& 的标准图卡.求下列集合的 

同伦 类型： 

a ) RP n \ S k , 其中 S k = { x \ x\ +l = 1 , x k +2 = - - = x n = 0}; 

b ) RP n \ M ^ 其中巧 = {巧 +- x| +1 - x\ +q — 1 = 0, x fc+ , +1 = 

… = 0 }; 

c ) 

d) M g fc . 

32.49. 在开流形 M n x S n ~ k 内考察小的球 D ' 并且把它贴入到射影空间 
RP n , 即将球的边界5 - 1 = dD n 上的点 x 和 - Z 等同. 证明： 这样得到的空间 
同伦等价于 RP n ~ l V S n ~ k . 

32.50. 给定拓扑流形 M ' 它的边界是拓扑流形 P n ~\ 已知边界沿 
流形 M n 收缩到点. 

a ) 证明： 流形收缩到点. 

b ) 证明： 如果流形 P n ~ l 单连通，则流形， 1 同胚于圆盘 D 71 (假定 P n ~ l 
沿收缩到点). 

c ) 构造这样的偶 （ M ' P - 1 ) 的例子，使得流形 F - 1 沿流形收缩到点， 
但是不同胚于圆盘作为推论，证明 

32.51. 求空间 C"\A 的同伦型，其中 A = A ^- = {x e C n \ Xi = Xj }. 

32.52. 计算有多少映射（精确到同 伦)： 

a ) RP n EP n ; b ) CP n CP n ; c ) RP n+1 ^ EP n ； 

d ) CP n+1 ^ CP n ; e ) ERP n — IRP n ； f ) T , CP n CP n ; 

g ) EMF n ^ RP 7 ^ 1 ; h ) SCP n — CP n+1 . 

32.53. a ) 设空间 X 和 Y 连通. 证明： 

Cat ( join ( X , Y )) = min ( Cat ( X) 5 Cat ( y )), 

其中符号 Cat 表示柳斯捷尔尼克-施尼莱尔曼范畴（习题 32.45 记号中的 Cat ：). 

b ) 求 Catp 1 x S 2 ). 
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32.54 . 设空间 Xi{l^i^N) 道路连通 ， X = X 1 xX 2 x^^xX N . 证明 : 


Cat ( Xi ) 彡 Cat ( X ) 《1 + ^( Cat ( Xi ) - 1). 

i=l 

32.55. a ) 计算 Cat ( EP n ), Cat ( T n ), Cat (5 m x S n ). 

b ) 证明： 如果球面被 g 个闭集7 2 , ... ，(不必是连通的）覆盖,这里 
则至少存在一个这样的集合％,它含有球面^ 1 上的两个对径点: r 和- a ：. 

32.56. 设 M c ST 是欧几里得空间的任意子集（例如，光滑子流形)，又设 
R n C M n +1 是标准嵌人.证明以下同伦等价 成立： M n+1 \ M - S ( R n \ M ). 

32.57. 柳斯捷尔尼克-施尼莱尔曼范畴和复形（或流形）的上同调长度之间 
的联系 .设是光滑紧致连通闭流形.考察环 i /*( M ' G )， 这里 G = Z ， 如果 
M n 是可定 向的 ; G = Z 2 , 如果 M n 是不可定向的.用 l { M n - G ) 表示这样的最大 
整数对于这个整数，存在环 / r ( M ' G ) 的元素 XU2 ，.. •，而 （ degx a > 0, 1 彡 

它们在环 H *{ M n : G ) 中的乘积 X ! A x 2 A • • • A x l{Mn . G) / 0 .数 l ( M n ; G ) 
称为流形的 上同调长度. 证明 

Cat ( M n ) ^ l ( M n ； G ). 

32.58. 证明： 对于任意道路连通的拓扑空间 X 和它的任意一个点: c 。， 群 
7 n ( QX , a ： o ) 是阿贝尔群. 

32.59. 证明： 每个可收缩空间单连通. 

32.60. 证 明：群 ttiCV ^ 1 ) 是具有生成元 A 的自由群. 

A 

32.61. 如果 K 和 r 2 同伦等价，则成立同构^ 和 ^( n ) ^ 

丌“⑸， k ^ 2 . 

32.62. 证明： vy ) = 7 n ( X )*7 n ( y ), 其中 Tr . iX ) ^7 n ( Y ) 是群 n ^ X ) 
和 7 Ti ( y ) 的自由乘积. 

32.63. 求三瓣纽结在 IR 3 (同样在球面约中的补集的基本群，并且证明纽 
结“解不开”，即不存在欧几里得空间（或球面）到自身的同胚,使得三瓣纽结变 
为标准嵌入的没有纽结的 圆周， 即平凡纽结. 

32.64 ■求 M 3 中这样给定的纽结 r 的补集的基 本群： 映射成纽结的圆周放 
置在二维的标准嵌人的环面 r 2 C R 3 上，在环面上它环绕环面的纬线 p 次，经线 
次，并且数 P 和9互素.（三瓣纽结可以表示成这样的纽结 r ， 这里 p = 2, g = 3.) 
特别注意两个数 P 和9互素的条件起什么作用. 

32.65. 设； S ： = y U Z ， 其中 I ", Z , W 是有限 CW 复形 ， W m Z 道 

W 

路连通， = 表示由 Y 和 z 沿公共子集粘合得到的复形.如果群 

IV 
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TT ^ Y ), TT ^ Z ), 7 Ti ( W ) 已知，计算群 7 n { X ). 特别，考察 w 不连通的情形. 

32.66. 给定任意的具有有限个生成元和有限个关系的群 G . 证明： 存在有 
限复形 X ，它的基本群同构于 G . 是否可以取有限维流形，比如四维流形，作为 
这样的复形 X . 

32.67. 计算群这里 X 是三个圆周的集束. 

32.68. 构造二维复形 X ,它的基本群等于 Z / pZ . 对于怎样的 p , 可以取二 
维光滑闭紧致流形作为这样的复形？ 

32.69. 求带三个柄的二维球面的基本群.说明，这个群是否是交换的，求它 
的交换子群.求二维环面的基本群. 

32.70. 设单纯复形 X 有 N 个一维单纯形. 证明： 它的基本群有不多于 iV 
个的生成元. 

32.71. 证明 tti ( X )- 其中 X 是 CW 复形，而又 2 是它的二维骨架, 

即所有维数为1和2的胞腔的并集. 

32.72 . 求 tt 2 ( X ), 其中 X = 5 1 V 5 2 . 这个群是否是有限生成的？ 

32.73 . 求 “8字形”（两个圆的集束）的基本群. 

32.74. 设/是 X 中的道路 ; a e 7 n ( X , xo ), /(0) = 2 ： o - 证明： 存在这样的道 
路使得 0 ( 0 ) =卻， p ( l ) = /( I ),并且 fg~ l e a . 

32.75 •设 X 是道路连通空间. 证明： 对于任意两个点 : c，y e X ，群 ^{ X , x ) 
同构于群 7 Ti { X , y ). 

32.76 •求巧⑺）和 7 r n ( X ), 其中 X 是集束 S X V S ' 

32.77. 证明： 如果 X 是一维 CW 复形，则 7 ri ( X ) 是自由群. 

32.78. 证明： 群 G 二不可能是任何3维流形的基本群. 
32.79 •求 7^)， 这里&是亏格为 g 的2维可定向紧致闭曲面. 

32.80 . 求其中了巧是亏格为 g 的曲面的线性元素的流形. 

32.81. 构造带离散群作用的覆叠空间，求克莱因瓶的基本群. 

32.82 . 设 P 是带非空边界的2维曲面（开曲面). 证明： 7 n ( P ) 是自由群. 

32.83. 证明： 如果 X 是 CW 复形，则 tt ^ X ) 是这样的群，其生成元是一维 
胞腔，而关系的完全集由2维胞腔的边界定义. 

32.84 . 设 G 是带单位元的连续广群. 证明： G 对于所有维数都是同伦广单 
群.作为推论， tt ^ G ) 是阿贝尔群. 

32.85 •设 X 是带单位元的广群 ， G C 7 n { X ) 是子群. 证明： 

a ) 在中可以引进这样的乘法， 使得 p G :文 G — X (其中 pc : 交 G — X 
是覆叠空间戈 G 到 X 上的投影）成为 同胚； 

b ) 如果 X 是群，则又 G (关于子群 G 的覆叠空间）同样是群.考察例子 

7 j 2 ^ Spin ( n ) — > 50( n ), n > 2. 
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32.86. 证明下列同构成立： 

7 T n { S n V . • . V O ^ 7 r n (5 n ) © …㊉ 7 T n (5 n ). 

-^- S -V- - 

友次 k 次 

32.87. 证明： 对于任意 CW 复形 X ，当 i > 1时，群 7 Ti ( X ) 是交换的. 

32.88. 用例子说明，切除公理对于群 iti ( X , Y ) 不成立（对于一般（上）同调 
论它是成立的)，即存在这样的偶 （ x ， y ), 使得 

7 r ,( x J y )^7 T i ( x / y ). 

32.89. 证明： 对于任意的道路连通空间 y 和任意点 : Co e y ; 同构 7 T fc ( y , x 0 )- 

成立，其中％ Q 是在点的常回路. 

32.90. 证明： 7 n ( MP n ) = Z 2 , n > 1, 并且 7 r k ( RP n ) = 7 r k { S n ), n > 1 ， A > 1， 
其中 RP n 是实射影空间. 

32.91. 证明下列 断言： 

a ) 如果4是空间叉中收缩到点 x 0 e ^ l 的子空间（ X 和4都是 CW 复形), 

则对于 n ^ 1,同态 7 r n { A , x 0 ) 7 r n ( X ， x 0 ) 是平凡的,并且对于 n > 3有分解 

(义，^■，工0 ) = 兀?1 (义 ，工0 ) ㊉ 兀 n - 1 (乂，工 0); 

b ) 如果 XVY — XxF 是嵌人，则有正合列 7 T 9 ( XVY ) H 7 r g ( XxY )^ Q . 

32.92. 证明： 7 n ( CP n ) = 0; 7 T 2 { CP n ) = Z , n > 0; 7 r k { CP n ) = 7 r fc (5 2n+1 ), 
k ^2. 

32.93. 证明： 如果 CW 复形 X 没有维数 1 到 A : (含）的胞腔,则对于 i < A : 
有 7 Ti ( X ) = 0. 

32.94. 设是 CW 复形. 证明： 

丌乂^0=丌狀）©7^). 

求 7^(/ X Y ) 在 7 T,(X X r ) 上的作用.构造 X X F 上的万有覆叠空间. 

32.95. 求同伦群 7 r q ( S ，，CU g < n ， 并证明 w n ( S n ) = 其中 W 是球面. 

32.96. 证明： 对于 G 3 有 = ^ 2 ), 作为推论， 证明： tt 3 (5 2 )= Z . 

32.97. 证明： 

a ) tt ! (50(3)) = Z 2 , tt 2 (50(3)) = tt 2 (50) = 0, 其中⑽ = limSCKn ); 

― > 

b ) 兀 3 (50(4)) = Z , 7 Ti ( t /") = Z , 7 r 2 ( f /) 二0,其中？ 7 = limZ 7( n ) (嵌入 U ( n ) c 

U{n + 1) 和 SO ( n ) C 50( n + l ) 是标准 的)； — 

c ) n 3 ( SO (5)) = Z . 
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32-98. 求群 TTgiS 1 V 5 1 ), g ^ O . 

32.99. 求下列情形的群 7n(X), 7 T n ( X ) 和群 7 n ( X ) 在群 7 T n ( X ) 上的 作用： 

a) X = RP n ; 

^ X ^ S ^ S 71 : 

c ) X = dBi ^ 1 ), 其中 B ( C n +1 ) 是在义上的圆盘的非平凡 0 (n + 1) 丛的 
空间. 

32.100. 如果映射/: ( X , A ) ^ { Y , B ) 对于所有的 A : 建立同构 7 r k ( X ) ^ 
MOO 和 7 T k ( A )^ 7 T k ( B ), 则它对于所有 fc 建立同构 7 T k ( X , A ) ^ 7 T k ( Y , B ). 

32.101. 计算群 7r n _ fc (V； R fc ), 其中是实斯蒂弗尔 (Stiefel) 流形. 

32.102. 证明： 随着的增长，群 7 r k ( S n ) 从某个 A 开始不可能是平凡的. 

32.103. 证明： tt 3 ( S 2 ) = Z ; 当 n 彡3时， 7 r n + i (5 n ) = Z 2 . 

32.104. 求 tt 3 (5 2 v 5 2 ), V 5 2 ), 7 t 3 (5 2 V 5 2 V 5 2 ). 

32.105. 计算偶 ( CP 2 , S 2 ) 的第一相对同伦群，其中嵌入炉 2 CP 1 C CP 2 
是标准的. 

32.106. 证明下列 断言： 

a ) 如果3维紧致闭流形 M 3 单连通，则 M 同伦等价于球面（即 M 3 是同伦 
球面)； 

b ) 如果 M 71 是光滑紧致闭流形，并且对于 i 彡 [ n /2], 有 〜( M n ) = 0,则 M 71 
同伦等价于球面 S ' 

32.107. 构造3维闭紧致流形 M 3 的例子，使得 M 3 是同调球面（即和沪 
有同样的整同调)，但是 ^( M 3 ) 一 0. 构造有限生成并且与自己的第一换位子子 
群重合的群 G 的例子. 

32.108. 证明： 映射的同伦类的集合 [ S n , X ] 同构于群 7 r n ( X ， a : 0 ) 在 Tndaro ) 
( X 是连通复形）的作用下共轭元素类的集合. 

32.109. 计算 7 t 2 ( M 2 , X ), 其中 R 2 是平面， X 是嵌人到2维平面的 “8字形”. 

32.110. 当 i < 2 n + 1 时，计算 7 n ( CP n ). 

32.111 •设 n n ( X ) = 0, 又设有限群 G 在 X 和 F 上的作用没有不动点.证 
明： 存在与群 g 的作用可交换的映射/: y — X ,并且精确到同伦/是唯一的. 

32.112. 证明： [ CP 2 , S 2 ] = 其中 [X,F] 是从 X 到 7 的映射的同伦 

类的集合. 

32.113 •设（ X ， A ) 是拓扑空间偶,其中 X 道路连通，并且 X D A . 设 A 是空 
间 X 中起点在固定点仰，终点在子空间 A 中的道路的集合. 证明： n g ( X , A , a ) = 
7 r 9 _!( A , A a ), 其中 A a 是从利到 a e 4的任意道路. 

32.114. 证明： 下列条件等价于 n- 连 通性： 

a ) 对于 q ^ n , tt 0 (5^ X ) 由一个元素构成（点映 射)； 
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b ) 任意连续映射 S ^ X 可以延拓成圆盘上的连续映射 D g+1 q ^ n . 

32.115. 证明： 7 r 0 ( x ， nnz ) 是阿贝尔群,其中是拓扑空间，是空间 
Z 的闭路空间. 证明： QZ 是 i /- 空间. 

32.116. 设乂是 X 的收缩核. 证明： 当 n 彡1时,对于任意点 : ro € A ， 由嵌入 

i *： 7 T n ( A , Xo ) ^( X , Xo ) 

诱导的同态是单态射，并且当 n > 2时，确定下列直和 分解： 

7 T n ( X , Xo ) = 7 T n (乂，: r 0 ) ©7 T n ( X ， yl , rc 0 ). 

32.117. 证明： TToi ^ Z ^ X ) 是阿贝尔群.建立与 7 T 0 ( Z , QQX ) 的联系. 

32.118 . 设 TS n — S n 是球面俨上的标准切丛，计算其相伴纤维丛的正合 
同伦序列中的同态久： 7 r n (5 n )^ 7 r n _ 1 (5 n - 1 ). 

32 .11 9 . 设/: X — Y 是连续映射 (/( x 0 ) = yo ). 证 明：诱 导映射 /*: ir n ( X , 
xq ) 7 r n ( F , y 0 ) 是群的同态. 

32.120. 设 F — X 是带固定点吻，如和纤维 F 的丛，并且凡是在点: c 0 
的纤维，如 € 凡.证明： 7 T n ( y , F 0 ；?/ o ) = 7 T n ( X , Xo ). 

32.121 . 设 E ， X 是拓扑空间， X 是道路连通的， p . E — X 是这样的连续 
映射，使得对于任意 x e x , ye p ~ 1 ( x ), 下列同构成立： 

扒： 7 T i ( E , p ~ 1 ( x ), y ) TTi ( X , x ), i ^ 0. 

(对于 i = 0，1，没有附加群结构的集合的同构成立). 证明： 对于任意的点&和 
X2 , 拓扑空间 P - HxJ 和 V ~ l { x 2 ) 弱同伦等价. 

32.122. 对于偶 ( X ,^), 证明同伦群序列的正 合性： 

…—丌《⑷ — 丌“ X ) — 7 ri ( X , A ) TTi - i ( A )■ 

32.123. 证明： 如果 X 是欧几里得空间中余维数为 1 的光滑紧致闭子流形, 
则 X 是可定向的. 

32.124. 证明： 如果紧致闭流形的基本群是平凡的，则流形是可定向的.证 
明： 如果流形 X 不是可定向的，则在 7 n ( X ) 内有指数为2的子群. 

32.125. 证明： 如果 X 是不可定向空间，则纬垂不是流形. 

32.126. 证明： 任意奇数维定向闭流形的欧拉示性数 X ( X ) 是平凡的叭 

32.127. 举出 

a ) 双侧嵌人到另一个（高一维）流形的不可定向流形的例子； 

b ) 单侧嵌人到另一个流形的可定向流形的例子. 


①即欧拉示性数等于零. 
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32.128. 设&和 X 2 是两个实心环，/: dX l ^ dX 2 是微分同胚， Mf = 
Xx U f X 2 . 指出这样的微分同胚,它使彳^流形微分同胚于 

a) 5 3 ; b) S 2 x S 1 ; c) RP 3 . 

32.129. 沿用前一个习题的记号.考察映射/,: 7n(aXi) 7n(aX 2 ), BP 

/*： — 是由实心环 Xi 和 X 2 的微分同胚诱导的.同态厶显然由整 

数矩阵 

(: ：) 

给定. 证明： 这个矩阵是么模的，并且通过 /* 的矩阵计算流形_的基本群. 

32.130. 设 P 是（一个复变量的）没有重根的多项式 f n ( z ) 的空间.求群 

7Tfc(X n ). 

32.131. 证明： 一 个有限 CW 复形同伦等价于某个带边流形. 

§33. 覆叠空间和纤维丛 

33.1. 设 p: X ^ r 是这样的覆叠映射,使得 p* ( tti ^ xo )) 是群 7 Ti(y,y 0 ) 
的正规子群， p ( xo ) = yo - 证明： 所有元素 a e My . yo ) 生成覆叠的同胚 A 即 

p < p ( x ) = p ( x ). 

33.2. 设 p: X — y 是覆叠映射， p ( x 0 ) = y 0 . 证明： p*: 7 Ti ( X , xq) — 
7Ti(y,2/o) 是同态. 

33.3. 设 p: X 是覆叠映射， p ( xo ) = 2/0- 证明：诱导映射 p* : 7Ti ( X , x 0 ) 
^ M ^ vo ) 是单同态- 

33.4. 设 p: y x 是覆叠映射， 7n(r) = o. 证明：每个元素 a； e 定 
义空间 y 到自身的这样的同胚， a： y 使得图表 

y r 

p \ / p 


x 


是交换的. 

33.5. 设 4 y 是覆叠映射， y 是连通的，尸 = p - Hvo ) 是点 yo e y 的 
WM , x Q e f. 证明： 如果 Tn ^ xo ) = o , 则在 f 与 M ^ yo ) 之间有——对应. 

33.6. 设是覆叠映射， K I 2 是连续映射，其中 J 2 是正方 

形， f: I 1 —X 也是连续的，并且 pf(t) = F(t,0). 证明： 存在唯一的连续映射 
G ： J 2 — X ，使得 G(t,Q) = /⑴，并且 P G(t ， s) = 

33.7. 设 p: X — y 是覆叠映射， /d 是 X 上的道路，/⑼= g (0). 又设 
口/⑴= W ( l )， 并且道路 p / 和 TO 同伦. 证明： /( l ) = p ( l ). 
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33.8. 设 p : X — F 是覆叠映射， /， g 是 X 上的道路，/(0) = g (0 ). 如果 

Pf ( i )= pg ( i ), 是否必有 /( i ) = 9(1)? _ 

33.9. 设 p : 是覆叠映射， /， g 是 F 上的道路, 7,豆是义上的道路, 

使得= /, pg = 9 , 7(0) =豆⑼. 证明： 如果/和5同伦，则 7 和歹同伦. 

33.10. 设 p : X — Y 是覆叠映射，/是 F 内的道路,是 X 内的点，使得 
p ( xo ) = /(0).证明：存在唯一的在 X 内的道路&使得即= /• 

33.11. 证明： 任意覆叠映射是在塞尔 ( Serre ) 意义下的丛映射. 

33.12. 证明： 所有2叶覆叠空间正则.怎样的纯代数事实对应这个断言？ 

33.13. 构造双环面（带两个柄的球面）的3叶非正则覆叠空间. 

33.14 . 设 M 2 是不可定向紧致光滑闭流形. 证明： 存在2叶覆叠映射 
p : Ml ^ M \ 其中是可定向流形，把表示成显式形式.不可定向流形 
的基本群具有什么性质？ 

33.15. 构造具有纤维的覆叠映射 p : W — RP n , 并且 证明： 

a ) RP n 当 n = 2 fc — 1时可定向，而当 n = 2 k 时不可定向. 

b ) 7 n { RP n ) = Z 2; 当 n > 1 ， i > 1 时，有 7 n ( RP n ) = TTiiS 71 ). 

33.16. 证明： 覆叠空间是正则的，当且仅当它的位于基上的同一个道路之 
上的所有道路都是闭的，或者都不是闭的. 

33.17. 设 p : X ^ X 是覆叠映射.证 明：在 X 中的所有道路由戈内的道 
路经过覆叠映射得到，而后一个道路精确到原像中的道路的起点的选取是唯一 
的，并且投影 p 的重数在基的所有点是相同的. 

33.18. 构造圆周上的所有的覆叠映射，并且 证明： iniS 1 ) = Z ; 当 i > 2时， 

7 Ti ( S l ) = 0. 

33.19. 构造具有纤维 Z fc _! 的正则覆叠映射 p : 朽 — P 2 , 其中 fc > 2,而巧 
是带 A : 个柄的球面. 

33.20. 构造 yS 1 上的万有覆叠，并且 证明： 当 i > 1时， tt ^ V ^ 1 ) = 0.求 

^i(V s 1 ). 

33.21. 构造覆叠映射^ X ^ P 2 (双环面)，使得 X 收缩到球面，并且作为 
推论 证明： 

a ) P 2 上的万有覆叠空间是收缩的，并且巧〜 ^( tt ,1); 

b ) 如果 M 2 是 2 维闭流形,并且 7 n ( M 2 ) 是无限群，则 M 2 〜 X ( tt ,1) (同伦 
等价). 

33.22. 建立忾（带 fc 个柄的球面）的万有覆叠空间和罗巴切夫斯基平面之 
间的联系. 

■ 

33.23. 证明： 环面 T 2 的所有覆叠空间是正则的，并且求出它们.构造： T 2 的 
不等价但是同胚的两个覆叠空间的例子. 
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33.24. 环面 r 2 可否覆叠映射到 

a ) 球面； b ) 射影平面？ 

33.25. 射影平面 RP 2 可否覆叠映射到环面？ 

33.26 . 设 X 是有限复形.求任意子群 G C 7 n ( X ), 欧拉示性数 x ( G ) 和 
x ( X G ) 之间的联系，其中知是由子群 G c 7 n ( X ) 构造的覆叠空间. 

33.27. 构造环面尸 i (带柄的球面）和克莱因瓶(带两个默比乌斯带的球 
面）的万有覆叠 空间； 计算 A 和爪的同伦群.环面巧可否2叶地和正则地 
覆叠映射到克莱因 瓶爪？ 如果可以，给出覆叠映射，并且计算在覆叠的单态射下 
〜(巧）在 7 n ( iV 2 ) 中的像. 

33.28. 证明： 如果 7 ri ( M n ) - 0或者 7 ri ( M n ) 是单群，或者 7 n ( M n ) 是阶 
p 弄 2( p 是素数）的有限群，则流形 M " 是可定向的. 

33.29. 在球面 f 上以显式形式构造7个光滑线性无关的向量场.利用八 
元数代数（格雷夫斯-凯莱 （ J . T . Graves - A . Cayley ) 数).构造这些向量场的积分 
轨线. 

33.30. 证明： 如果，中给定 A : 个线性算子 A u ..., A k , 使得 Af = -E ^ 
AiAj + AjAi = 0 (对于所有 i ， j ) 成立，则在球面 S 71 - 1 cR n 上可以给定 fc 个线 
性无关的向量场. 

33.31. 如果纤维丛的基和纤维的同伦群的秩是有限的，则纤维丛空间的同 
伦群的秩也是有限的，并且纤维丛空间的 g 维同伦群的秩不超过基和纤维的 g 
维同伦群的秩的和. 

33.32. 证明： X 上的万有覆叠空间是所有其他覆叠空间的覆叠空间. 

33.33. 证明： 标准纤维丛 EX % X (塞尔纤维丛）是局部平凡纤维丛，其 
中 X 是流形. 

33.34. 设纤维丛 jr . E — B 存在截面 x : B — E , 并且 e 0 = x ( 知).证明: 
对于 n > 1，映射&是满态射，且对于它定义直和分解 

7 r n (^ ? e 0 ) = 7 r n ( B , b 0 ) © 7 r n ( F , e 0 ). 

33.35. 证明： 如果基和纤维的所有同伦群是有限的，则纤维空间的同伦群 
也有限,并且其阶不超过基和纤维的同样维数的同伦群的阶的乘积. 

33.36. 设 ^ S ： 是 X 上的所有从一个固定点出发的道路的空间，而 QX 是 
X 上的闭路空间.定义映射 p ' EX — X 是这样的映射，道路对应其终点.证 
明 : P : EX — X 满足覆叠同伦公理，即是塞尔意义下的纤维丛，并且它的纤维是 
n x . 这里所述的纤维丛有时称为塞尔纤维丛. 

33.37. 证明： 如果 pi , 2 ： X ia ~^X 是覆叠映射，并且 lm ( Pl ), = Im ( p 2 ) # , 贝！] 
(兄, Pl , X ) 和 ( X 2 , p 2 , X ) 按纤维同胚.这里 lm ( Pi % C 7n(X). 
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33.38. 证明： 在所有连通复形久上存在覆叠映射 p : 使得 7 T !( X ) = 

0. 这个覆叠空间称为万有覆叠空间. 

33.39. 证明： 球面上具有道路连通结构群 G 的向量丛的集合同构于 

兀 n- 1 ( G ). 

33.40. 举出不存在正合同调序列的纤维丛的例子. 

33.41. 设 p : E — B 是具有纤维 F 和基 B 的局部平凡纤维丛，并且 F 和 
B 是有限 复形.证明： X ( E ) ^ x ( 丑）. X ( F ). 

33.42. 质点以模为常值的速度沿下述曲面 运动： a ) 环面 b ) 球面# .求 
这些系统的相空间. 

33.43. 设 pi E — B 是具有道路连通的基 B 和纤维 F 的纤维丛.设 
Cat = Cat - 1是约化柳斯捷尔尼克-施尼雷尔曼 ( Lusternik - Schnirelmann ) 范晚 
即 Cat (点 ） = 0. 证明： 

Cat ( E ) ^ Ca , t e ( F ) ■ Cat ( B ) + Cat ( B ) + Ca , t e ( F ), 

其中 Cat £；( F ) 是纤维 F 相 对于五 的相对范畴. 

33.44. 证明： 如果 p : X ^ Y 是塞尔意义下的纤维丛，则 p 是满射. 

33.45. 证明： 如果 p : X^Y 是塞尔意义下的纤维丛，则对于任意 y u y 2 e 
p _1 ( yi ) 和 p ~ l ( v 2) 同伦等价. 

33.46. 证明： 流形 M 的线性元素的流形是具有基 M 的纤维丛. 

33.47. 证明： 任意局部平凡纤维丛（斜积）是塞尔意义下的纤维丛. 

33.48. 证明： 空间 X 的具有固定起点的道路空间是以 X 为基的塞尔 
意义下的纤维丛. 

33.49. 证明： 拓扑空间的直积 Xxy 连同在因子之一上的投影是塞尔意义 
下的纤维丛. 

33.50. 设 p : X — ： K 是覆叠映射， p ( x 0 ) = y 0 , /, 9 是这样的道路，使得 
/⑼==分⑼= y 0 ; /⑴= 5 ( 1 ) .设 fg~ l G ( X , a ： o ))- 设/，5是这些道路在覆 
叠映射下的像. 证明： /( I ) = g ( l ). 

33.51. 表示环面 T 2 成形式 T 2 = &}，其中 

/ e ^ 1 0 \ 

\ 0 e ^ J * 


考虑下列等价 关系兄 

a) (e^ 1 ,e^ 2 )^(-6^!,e~^ 2 ); 

c ) ( e 叩 ' e ^ 2 ) 丑 ( e - — Se —^ 2 ). 
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求空间 X = T 2 / R , 并且计算像 / # ( tti ( T 2 )) C ttJX )， 其中 /: r 2 — X 二 T 2 /R 
是与关系丑关联的投影 . /是否是覆叠映射？ 

33.52. 存在多少下列形式的纤维丛？ 

a ) — 其中 r 3 是3维 环面； 

b ) T n ^ S \ 其中: P 1 是 n 维环面（考察纤维丛时精确到同伦等价). 

33.53. 设 C = 乂 * B 是任意群4和 B 的自由积. 证明： 对于任意子群 

M c C , 成立等式 M = 其中 A cA , BxCB 7 F 是自由群.利用 

覆叠映射给出拓扑的证明. 

33.54 . 设 G 是单连通紧致李群，而 a : G G 是任意对合自同构（即 
a 2 = 1) ■令 

H = {g eG \ a ( g ) = g }, 

V = { g ^ G \ a { g ) = 5 -1 }. 

证明 ：G = VHV , 即任意元素 geG 允许形式如 

g = vhv (v G Vi h G H) 

的表示.证明 V 三 G/H (齐性空间). 

33.55. 已知下列构造（嘉当).设 t G — G 是紧致连通李群的任意对合自 
同构.令 

H = {g eG \ a { g ) = ^}, 

V = {g eG \ a ( g ) = g ~ x }, 

则 V ¥ G / H , 并且 V cG 是全测地子流形，而 V 是对称空间.子空间 V 称为 
对称空间 G / H 的嘉当模型.任意对称空间都有嘉当模型（并且几乎总是单值确 
定的). 

a ) 证明：由公式 p ( g ) = ga ( g ~ l ) 给定的投影 p ： G 给出主丛0 — > 丑 — 

G ^ G/H ^0. 

b ) 设 V 是嘉当模型，又设 7 n ( V ) = 0, e e G，e e V , e 是 G 的单位元.证 
明： 如果点 : c G K 与 e 沿测地线 7 ⑷ C 7 在群 G 内共辄，则点 z 沿7与 e 在 
流形 VCG 自身内共轭. 

33.56. 计算亏格为 p 的2维流形的同伦群 7 n ( M g ), i ^ 1. 

33.57 . 设 M 2 是亏格为 g 的紧致闭定向2维流形.求 E 2 M 2 的同伦型. 

33.58 . 设 S 1 xS l C E 3 是环面到欧几里得空间的标准嵌入. 证明： 不存在 
偶 （ M 3 ，f x 0) 到自身的同胚，其在环面上的限制由矩阵 
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定义. 

33.59. 设 7 T 是2维曲面的基本群，/: 7 T — 7 T 是满态射. 证明： /是同构. 

33.60. 用三种本质上不同的方法 证明： 在球面炉上不存在没有奇点的（即 
在每个点都异于零的）连续向量场. 

33.61. 设 X — y 是二叶覆叠映射. 证明： 此时在 y 上的任意道路刚好 
由两条道路覆叠映射到它. 

33.62. 构造正交群 SO ( n ) 的万有覆叠空间. 

33.63. 证明： 任意亏格 g 彡2 的二维闭定向光滑流形可以局部等距覆叠映 
射到（赋予了标准负常曲率度量的）罗巴切夫斯基平面.换句话说， 证明： 所指 
出的类型的曲面的基本群可以表示成罗巴切夫斯基平面的等距群内的离散子群， 
具体实现这种表示. 

特别，由此 推出： 二维紧致闭定向光滑流形可以赋予常负曲率的黎曼度量. 

33.64. 怎样的空间可以覆叠映射到克莱因瓶？ 

33.65 •设&是带 p 个柄的球面.怎样的乂可以覆叠映射到&? 

33.66. 证明： 对于任意紧致不可定向二维流形恰好有一个紧致二维定向流 
形二叶覆叠映射到它. 

33.67. 证明： 贝尔特拉米曲面（常负曲率的曲面，标准嵌入到 R 3 中）可以 
无穷叶地并且局部等距地覆叠映射到位于罗巴切夫斯基平面上的某个区域.求 
这个区域. 证明： 它同胚于圆盘.求对应这个覆叠映射的群. 

33.68. 二维环面是否可二叶覆叠映射到克莱因瓶？ 

33.69. 计算当围绕 w = 啦 的分支点（点 0) 环绕时生成的代数函数 w = 
啦 的黎曼曲面的叶的置换群. 

§34. 临界点，映射度，莫尔斯理论 

34.1. 设 f ， g : S n ^ S n 是单纯映射. 证明： 

a ) 最高维数的单形的每个内点的原像由同样个数的带定向符号的点组成. 

b ) 如果 /， g 同伦，则原像的带定向符号的点的个数相同. 

c ) 如果原像的带定向符号的点的个数相同，则映射/和 g 同伦. 

34.2. 证明： 闭球 P 到自身的连续映射总有不动点. 

34.3 •设 / : SU [ n ) 一 SU ( n ) 是光滑映射，/⑻=/，求 deg /. 

34.4 •设/: AT 1 — 研是连通紧致定向闭 n {n < p) 维流形在 『中 
的光滑浸人.设 </) 是这个映射的法丛，而 Sv(f) 是相关联的球面的纤维丛， 
即 Sv(f) = dv(f) 是子流形 f(M n ) c RP 某个充分小的管状邻域的边界.设 
T : Sv(f) — SP - 1 是通常的高斯（球面）映射. 
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如果已知流形 M n 的欧拉示性数,求映射度 degT ( dimSv ( f ) = p - 1). degT 
是否依赖于 M n 浸人到 RP 中的方式？如果 M n 不可定向将会怎样？特别,考察 
p = n + l 的情形 • 

34.5. 已知亏格为 g 的2维定向闭紧致流形 M 2 可以嵌入到欧几里得空间 
M 3 ( x , p , z ). 求函数 /⑼ = z{pe i { M 2 )) 的鞍点（一般说来，是退化的）的最少个 
数，其中 i 是是嵌人，而/是高度函数. 

34.6. 证明： 光滑流形上光滑函数的非退化临界点是孤立的. 

34.7 . 设 / Or ) 是亏格为 p 的2维紧致定向曲面（带 p 个柄的球面）上的函 
数，它有有限个临界点，并且都是非退化的. 证明： 极小值点个数减去鞍点个数 
加上极大值点个数等于2 _ 2 g . 

34.8 . 设 f : M n ^ R 是光滑流形上的光滑函数. 证明： 函数/的几乎每个 
值正则. 

34.9. 证明： 定义在光滑紧致流形上的光滑函数/(4的奇异（临界）点的交 
错和（假设所有奇异性都是非退化的)不依赖于函数(交错和理解为 f ： (- l ) A m A , 

入=0 

其中 n = dimM , A 是临界点的指标, m ；< 是指标为 A 的临界点的个数). 

34.10 . 设 f ( x ) 是单变量 x 的复解析函数. 证明： 函数 S 2 — S 2 的临界值 
的集合有零测度. 

34.11 . 设= { a : | / ㈤ = c }. 证明： 如果不含有函数/的临界点, 
则 M e n 是子流形，并且在 M 71 内 codimM c n = 1. 

34.12. 证明： 光滑函数的退化临界点的概念不依赖于含有这个点的局部图 
卡的选取. 


34.13. 证明： 对于标准嵌人环面 r 2 C R 3 (围绕 Cb 轴的旋转曲面)，正交于 


环面 r 2 的旋转轴的坐标: c 仅有非退化临界点. 


34.14. a) 构造和 CP n 上仅有非退化临界点的函数，并且使得在所有 
临界点，函数值是不同的. 

b) 构造 ELP" 和 CP" 上的函数,使得 f ( x x ) =X = ind(x A ), 其中 x A 是指标 
为 A 的非退化临界点. 

34.15 . 设 y ) 是，上的非退化双线性型.考虑光滑函数 f ( x ) = F { x , x ), 
其中问=1,即 f ( x ) 是球面 S 71 - 1 C R n 上的函数.设 A 0 < \ 彡…彡 是 
形式 F 的所有特征值（我们提醒，所有\ (0 < i < n - 1) 是实数). 

证明：\是函数 /( a :) 在球面5- 1 上的临界值.求函数 / Or ) 的所有临界点. 

证明：\ = inf{max/(x)}, 其中#是球面 5 n_1 上的 i 维赤道. 

s i xes i 

34.16. 证明： 如果点 p 是光滑流形上的光滑函数 /( z ) 的非退化临界点，则 
存在这样的局部坐标系，使得函数 /( x ) 在点 p 的邻域内在这个坐标系中表示成 
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非退化二次型. 

34.17. 证明： 如果 M c 是流形 M 上的函数的非临界等位面（即等位超曲面 
f ( x ) =c = const 不含有 /(: r ) 的临界点)，则 M c 的邻域微分同胚于 M c x 

34.18. 如果 M C 1 和 M C 2 是相继的临界等位面，则在它们之间的部分微分同 
胚于 M c x J , 其中 ci < c < c 2 - 

34.19. 如果在 M C 1 和 M C 2 之间没有临界等位面（即等位超曲面/⑷= 
const 不带临界点)，并且 M C 1 和 M C 2 也是非临界的，则它们微分同胚. 

34.20. a ) 在任意紧致定向2维光滑流形 M 2 上构造光滑函数 /( x ), 使得 
它有一个极小值点，一个极大值点（都是非退化的）和一个可能是退化的临界点. 
求在这样的函数和 M 2 的形式如某个多值解析函数的黎曼曲面的表示之间的关 
联.说明在不可定向2维流形 M 2 (例如，射影平面 RP 2 ) 的情形的状况如何. 

b ) 在任意紧致流形 M 2 上构造这样的光滑函数，它仅有非退化临 界点； 它恰 
好有一个极大值点，恰好有一个极小值点和 s 个鞍点（求数值外还要求构造的 
函数在所有鞍点取同样的函数值.研究不可定向的情形.指出与本题 a ) 小题的 
联系，构造所有鞍点到一个退化临界点的汇. 


设 X 是豪斯多夫空间.对于我们来说，感兴趣的基本上是 X 为光滑流形的情形.设/ 
是 X 上的连续函数.定义函数/的里布 （ Reeb ) 图 r = IV 如下.在 X 上引进下列等价 
关系.空间 X 的点^和： c 2 称为是等价的，如果 /(xO = /( x 2 ), 并且 a 和属于集合 
厂 1 ⑷ 的同一个连通 分支， 其中 c = f ( X !)= f ( x 2 ). X 的关于这个等价关系的商空间称为 
函数/的里布图.容易看出， r 是一维图.这时，其悬挂顶点 （1 度顶点）对应函数/的局部 
最小值和最大值，而其余的顶点（度数大于1的）对应函数/的“鞍”临界值.图109中呈现 
了标准嵌人到 R 3 中的环面和双环面上的高度函数的里布图（在曲面图的左侧). 

现在设/是流形上的光滑函数.那么它的里布图对于函数/的临界等位面的结构可以 
添加补充信息.我们通过二维曲面 M 上的莫尔斯函数/的例子说明如何做到这一点.设 
c G R 是函数/的任意临界值.这时厂 1 ⑷可能含有函数/的若干个临界点.考察原像 
f - l ([ c ~ e , c ^ e }), 其中 e > 0是这样的数，使得在线段 [ c - e jC + e ] 上除 C 外再没有其他 
临界值. 


容易看到， rHlc - s ^ + s ]) 是带边界的二维曲面， f -^ lc - E.c + e }) 的边界是圆周的 
并集.在其上/等于 C + e 的圆周称为正的，而如果在其上/等于 C - e ， 则该圆周称为负 


的.曲面在其边界上具有这种补充结构后称为原子. 

在里布图内把原子的顶点用函数/的对应临界值代替，我们就得到有关函数的临界点的 


补充信息的图.这样的图称为分子（图109中曲面右侧的图). 


34.21. a ) 在环面 r 2 上构造恰好带四个临界点的莫尔斯函数，使得两个鞍 
点位于一个临界等位线上.在正方形上描绘这个函数的等位线,环面是由粘合该 
正方形的边得到的.描绘这个函数的分子. 

b ) 把这样的函数表示成适当嵌人到 R 3 中的环面上的高度函数. 
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34.22. 构造克莱因瓶上的带四个临界点的和四个不同的临界值的莫尔斯函 
数.在正方形上描绘这个函数的等位线，克莱因瓶是由粘合该正方形的边得到的. 
描绘对应的原子和分子. 

34.23. 构造克莱因瓶上的带四个临界点的和三个不同的临界值的莫尔斯函 
数.在正方形上描绘这个函数的等位线，克莱因瓶是由粘合该正方形的边得到的. 
描绘对应的原子和分子. 

34.24. 构造射影平面 IRP 2 上带三个临界点的和三个不同的临界值的莫尔 
斯函数.在正方形上描绘这个函数的等位线，粘合该正方形的边得到 EP 2 . 描绘 
对应的原子和分子. 

34.25. 在球面、环面、射影平面和克莱因瓶上构造具有图 110-112 上所指 
出的原子（鞍临界等位线的邻域）和分子的莫尔斯函数.在正方形上描绘这个函 
数的等位线,粘合该正方形的边得到所考察的曲面. 
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(其中 7 ( t ) 是 M n 上的光滑轨线, 0 ^彡1，5是7⑷的速度向量）是测地线. 

35.2. 建立长度泛函叫 7] = / |7|^和作用泛函别 7] = / \ M 2 dt 的极值轨 

Jo Jo 

线之间的联系. 证明： 呵7]的任意极值函数70⑴是的极值函数.证 明：如 
果郎⑷是的极值函数，则利用在 s 0 ( t ) 中作变量替换 i = t ( r ) 的方法可以 
转换这个轨线成为五 M 的极值函数. 

35.3 . 设 

S [ f ] = [ yjEG - F^dudv 
J D 

是对应于定义在有界区域 P = D ( x , y)c R 2 (^ y ) 上的每个光滑函数^ = f ( x ^ y ) 
的泛函（此处 x lV , zmR 3 中的笛卡儿坐标)，这是函数 f ( x ， y ) 的图的面积.证 
明： 函数 /◦ 对于泛函 S 的极值性等价于条件 if = 0,这里丑表示看做 R 3 的光 
滑子流形的 z = f 0 ( x , y ) 的图的平均曲率. 

35.4. 对于 IR n 中的 n — 1维图# = / Or 1 ,...,#- 1 ) 的情形，证明在前一个 
习题中所表述的断言. 

35.5. 证明： 作用泛函五 [7] 和长度泛函 L [ 7 ] 由关系 ( L [ 7 ]) 2 ^ E [ 7 ] 联系，并 
且当且仅当 7 ⑷是测地线时等式成立. 

35.6. 证明：面积泛函 


S [ t ] = / yjEG - F 2 dudv 

Jd 


(其中 r = r ( u ，〃） 是] R 3 中光滑地依赖于 ( u y v ) 的径向量）和狄里克雷泛函 



E + G 
~~ 2 ~ 


dudv 


由关系 S[r] ^ D [ r ] 联系. 

35.7. 三维欧几里得空间中给定二维曲面 M 2 的径向量 r ( u , v ) 称为调和 
的，如果 r ( u , v ) 是狄里克雷泛函 



E + G 
~ 2 ~ 


dudv 


的极值函数. 证明： 如果由某个径向量函数 r ( u ， v ) 给定的曲面 M 2 的平均曲率 
等于0,则在曲面的每个点的邻域内可以引进局部坐标 ( p ， q) t 用它表示的径向量 
r(p,q) 是调和的. 

35.8. 构造调和径向量 t(u,v) 的例子，使得由它描绘的曲面 M 2 C R 3 不是 
极小的（即使得丑孛 0). 
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35.9. 维尔丁格 （ Wirtinger ) 不等式. 设丑是 C n 中的埃尔米特对称正定形 
式，设 a : C n — 是的实化,此时 


H 


今 H R = 




其中 H = S + iA, S,A 是实矩阵 ， 5 t = S, A r = -A, H T = H. 

形式 S 给定 M 2 Tl 中的欧几里得 内积; 形式 4 在 K 2 " 中给定外2-形式 a ; (2) . 

为了简单,可以认为 a ； ⑺ = ±dz k Adz k . 考察形式 

k = 1 

n ( 2r ) = u ; A • ■ - A u ;, r ^ n . 

r \ 、 v 〆 

r 个 

a) 若 a, ... ， a; 27l 是 IR 2n 兰 C" 中对于内积 5 = Re if 的任意标准正交基，则 

| Sl ( 2 r )( U ； i ， … ，0；2 r )| 彡 1， 


并且 


| f ]( 2 r )( U ； i ， … ，0；2 r )| = 1 

当且仅当向量 A ,... ， w 2 r 生成的平面[卜，… ， o ; 2 r ) 是 R 2 n 兰 C n 中的复子空间. 

b ) 设 W 7 " C C n (r < n , r 是复维数）是 C n 中的复子空间（如果是 
代数子空间，那么容许奇点在■中).设是 C " 中的实子空间，使得 V U 
W = dZ 2 r ^\ 其中 Z &+ 1 是 ( C n 中的实 2 r + 1维子流形，其边界是 K U 设 

尺=1/ n W ， 则 vol 2 r ( l / \ K )^ vol 2 r ( W \ K ). 

附注这个断言意味着复空间 C " 中的复子流形 H / 是最小子流形，即对于任意“扰动” 
V ， 2 r 维体积 ( vol 2r ) 不减小. 

c ) 证明： 如果把 C " 换成任意凯勒 ( Kahler ) 流形，即配备了非退化闭2-形 
式 u ; (2) 的复流形，断言 b ) 保持正确. 

35.10. 在 R 7 ^ 1 , ..., a : n ) 中考察形如 F ( x \..., x n ) 的函数和泛函 

J [ F ] = [ | gradF |^ n , 

Jd 

其中 D 是函数 F 的定义域.设％是泛函 J 的极值函数. 证明： 看做, ... ， 
x n ) 中的超曲面的等位面 F 0 { x \..., x n ) = const 是局部极小曲面. 

35.11 •设 n ( x , y ) 是充满透明的各向同性但不均匀物质的二维平面的折 
射率.光线的轨线是向量场 gradn (: c ， y ) 的积分曲线. 证明： 它们是以下度量的 
测 地线： 


ds 2 = n ( x ， y )( dx 2 + dy 2 ). 
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36.1. 设 M = X x Y ， 其中 X ， Y 是拓扑空间.称 M 的子集是开集，如果它 
是 x 和 y 的开子集的乘积，或者是任意个数的这种集的并集. 证明： 这样定义 
的开集族满足在集合 M 定义拓扑的所有公理. 

36.2. 证明： 如果空间 X 和 K 是豪斯多夫空间，此外， X 还是局部紧致的，则 
对于任意空间: T , 空间丑 ( XxKT 1 ) 和 H ( Y , H { X , T )) 同胚，其中 H { X , Y ) = Y x . 

36.3. 证明： 存在康托尔不连续集到自身的对调两个给定点的同胚. 

36.4 . 设 X 是局部道路连通的度量空间. 证明： 如果 X 是连通的，则 X 是 
道路连通的. 

36.5. R AD B ^9, X = AUB . 证明： 如果4和 S 是连通空间，则 X 是 
连通空间. 

36.6. 证明： n 维立方体的汉明 ( Hamming ) 度量不能嵌入到，中，即不 
存在这样的嵌人,使得汉明度量由标准欧几里得度量诱导而得到（立方体仅仅被 
看做自己的顶点的集合，即看做离散集合，此时对于立方体的顶点 a 和6,距离 
p ( a ,6) 是两个点的相异的坐标的个数). 

36.7. 证明： 作为拓扑空间的酉矩阵群 U ( n ) 同胚于（作为拓扑空间的）直积 
S 1 x SU ( n ). 

36.8. 证明： nxn 的实非退化矩阵群 GL ( n , R ) 是有两个连通分支的拓扑 
空间. 

36.9. 证明： 任意有限 CW 复形可以嵌入到（充分大维数的）有限维欧几里 
得空间 R ' 

36.10. 如果取紧致光滑闭流形作为 CW 复形，则上题陈述的结果可以 
精确化. 

a ) 证明： AT 1 可以嵌入到欧几里得空间 JR 2 nk ， 其中 fc 是组成的覆盖的 
开球的个数. 

b ) 证明： M " 可以嵌入到欧几里得空间 R nk ， 其中 A : 是 a ) 小题中定义的数. 

36.11. 证明： 任意单纯复形是充分大维数的单形的子复形.特别地,它可以 
嵌人到欧几里得空间，使得在每个复形上嵌入是线性的. 

36.12. 设/ : M 2 — S 2 是闭光滑紧致流形 M 2 到炉上的 C 2 映射，并且 

/是开映射（任意开集的像是开集）和有限重的（每个点 x €5 2 的原像是有限个 
点组成的). 证明： M 2 微分同胚于球面 S 2 . 关于类似的映射/: — 巧可以 

谈论什么？ 


设久是拓扑空间.用 expX 表示空间 A ： 的所有非空闭子集的集合.对于开集 Uu ..., U k 
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CX ，令 

0{ U U . . ■ ， f / fc 〉 = {f e ex P x|Fc Qt / i , Fnc /^0 ( Vij . 

36.13. 证明： 形式如 0{ U U …： U k ) 的集合组成某个拓扑的基.这个拓扑称 
为 菲托里斯 ( Vietoris ) 拓扑. 赋予了菲托里斯拓扑的集合 expX 称为空间 X 的 
(闭集合的） 超空间. 

36.14. 设 X 是: Z \ 空间. 证明： 把点 o : 转换为 { z } 的恒等嵌人 X C expX 
是拓扑嵌入. 

36.15. 设 X 是:空间，则 X 是正则空间当且仅当 expX 是豪斯多夫空间. 

36.16. 证明： 对于7\ 空间 X ，下列断言 等价： a ) X 是正 规的； b ) expX 是 
完全正则的； c ) expX 是正则的. 

设 n 是自然数.用 exp n X 表示 X 的由不多于 n 个点组成的非空闭子集.将认为恒等 
嵌人 exp n X C expX 是拓扑嵌人，即认为 exp n X 赋予了菲托里斯拓扑. 

36.17. 证明： 如果 X 是豪斯多夫空间，则 exp „ X 在 expX 内是闭的. 

36.18. 证明： 如果 X 是空间，并且 ex Pl X 在 exp 2 X 内是闭的，则 X 是 
豪斯多夫空间. 

用 7 T „ : eX Pn X 表示将点 ( Xi ,..., X n ) 变为它的坐标的集合 { A ,...， X n } 的映射 

(假定 X 是: Ti 空间). 

36.19. 证明： 映射&是连续的.它是商映射.事实上有更进一步的断言, 
即集合 K C exp n X 是开的，当且仅当 tt -^ V ) 是开的. 

这样一来，超空间 ex Pn X 借助下面的等价关系定义的商群从空间 X 的 n 次幂得 到：点 
(11， ... , X n ) 等价于点 （ a ： i ，... , Xn ), 当且仅当集合 { zi , ... ，: E n } 和 { x ； i , . . . , X „} 重合. 

有鉴于此，超空间 exp n X 称为空间 X 的 超对称 n 次幂. 

与刚描述的乘积上的等价关系一起,还可以用自然的方式产生其他的对称.在 
上作用了充当坐标置换的自由群&现在要用更一般的方式，设 G 是群& 1 的子群.在； T 1 
上用下列方式定义等价关系 〜 G : ( x U ..., Xn ) ~G ( xi ， ... ，当且仅当存在置换 a e G 使 

得 Xi = x ^ (i) . 

商空间 X n / G 用 SPSX 表示，并且称为空间 X 的 G 对称幂. 

如果 C ? = { e }， 则 SPSX = X n . 

如果 G = ，则用 SP n X 表示，并且称为空间 的对称 n 次幂. 

自然投影 X n — X n /G 将用 tt 5 表示.如果 G = 则 ttS = 7 r n . 

36.20. 证明： 如果 C C 则存在唯一的映射 t ^, g: SP&X 一 SPgX ， 满 
足条件 



§36. 一般拓扑学 


■ 197 . 


36.21. 证明： 映射％既是开的，又是闭的. 

36.22. 证明： 映射 tt ^ g 既是开的，又是闭的. 


由于超对称关系强于对称关系，存在唯一映射 


q n : SP n X exp n X , 


使得=扣 0 7 T n . 

36.23. 证明： 映射&是商映射. 

现在返回超空间.将紧致豪斯多夫空间简称为紧统. 

36.24. 证明： 如果 X 是紧统，则 expX 也是紧统. 

36.25. 证明： 如果； C 是紧统，则 exp n X 也是紧统. 

36.26. 证明： 如果 X 是紧统，则 SP ^ X 也是紧统. 

36.27. 证明： 在菲托里斯拓扑的定义中（在紧致的 X 的情形)，作为基集合 
可以取形式如 0{ U u ..., U k ) 的集合,其中 U u ...， U k 取遍空间 X 的某个基. 

用也久表示空间久的权，即空间 X 的基的最小基数. 

36.28. 证明： 如果 X 是无穷的紧统，则 

wX = wexpX = u ; exp n X = wSPqX . 

设 ( X , p ) 是有界度量空间.用 ph 表示在 expX 上的下列距离 函数： 

p //( Fi , F2 ) = inf{e > 0 I Fi C O e F2 , F2 C O e Fi }, 

其中 0 £ A 表示围绕集合 4 的开 e - 球. 

36.29. 证明： 函数 p / z 是集合 expX 上的度量，它在 X = ex Pl X 上与度量 
P —致 • 

函数 P // 称为由度量 p 生成的豪斯多夫度量. 

36.30. 证 明：在 ex Pn X 上的豪斯多夫度量生成菲托里斯拓扑. 

36.31. 证明： 如果空间 X 是可度量的，则 SPSX 同样是可度量的. 

36.32. 证明： 如果 ( X , p ) 是度量紧统，则在 expX 上的豪斯多夫度量生成 
菲托里斯拓扑. 

36.33. 证明： 如果 X 是度量紧统，则 expX , exp n X ， SP ^ X 也是度量紧统. 

用表示 IT 1 中的 n 维闭半空间，即= { x 丨 a > 0}. 用 X ( n ) 表示空 间入的 
整 n 次幂 ，即 

X ( n )= SPi n X J 
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第二部分 


其中是&的具有母元 



的循环子群. 

在习题 36.34-36.46 中，验证距离拓扑空间的同 胚性: 

36.34. exp 2 / ~ I 2 . 

36.35. exp 2 if x ^ H 2 . 

36.36. exp 2 M ^ H 2 . 

36.37. exp 2 5 x 同胚于默比乌斯带. 

36.38. 7(3) ^ I 3 . 

36.39. SP 3 ( I )^ I 3 . 

36.40. exp 3 / ~ / 3 . 

36.41. H l ( S ) ^ H 3 . 

36.42. SP 3 ( H l )^ H 3 . 

36.43. exp 3 H 1 « H 3 . 

36.44. 1 R (3) % 1 R 3 . 

36.45. SP 3 { R ) « H 3 . 

36.46. exp 3 ( IR ) ^ K 3 . 

36.47. 证明： 空间 exp 3 (5 1 ) 是单连通的. 

36.48. 证明： 空间 SP ^ S 1 ) 不是单连通的. 

36.49. 证明： 空间义⑶不是单连通的. 

在习题 36.50-36.58 中建立拓扑空间的同 胚性： 

36.50. S 1 (3)^ S l x S 2 . 

36.51. SP 3 ( S 1 ) ^ S l x I 2 . 

36.52. exp 3 (5 1 ) 

36.53. exp 4 / ^ IR 4 . 

36.54. exp 4 I 不是拓扑流形. 

36.55. SP n I ^ I n , n > 4. 

36.56. SP 71 ^ ^ H 71 , n ^ 4. 

36.57. SP n R ^ H n , n ^ 4. 


36.58. SP n S l « 


S 1 ixi I n —\ 

t 

s 1 x r~\ 


n 是偶数， 
n 是奇数. 


玄里，用 f n I n ~ l 表示沪上的带纤维 I n ~ l 的唯一非平凡纤维丛 


36.59. 证明： 空间 M (4) 无论对于怎样的拓扑流形 M 都不是拓扑流形. 

36.60. 证明：空间 exp 3 M 2 不是拓扑流形. 





在习题 36.61-36.66 中建立拓扑空间的同胚性: 

36.61. SP n I 2 ^ I 2n . 

36.62. SP n H 2 ^ H 2n . 

36.63. SP n R 2 ^ M 2n . 

36.64. SP n S 2 ^ CP n 

36.65. SP n (1 R 2 \ {0}) ^ ( R 2 \ {0}) x R 2n - 2 . 

36.66. SP ^ iS 1 x I ) ^ S 1 x I 2n ~\ 



部分习题的答案和解答 


第一部分 


1.1* a) Xi = aitti C 0 SU 2 ， 工 2 = ^ 2^1 sin ^； b ) 见图 113; c) aia 2 乜 1 


1 


对应遭破坏 • 


在原点 X \ = X 2 = 0 —^ 

1.2. a) X\ = COSU 2 cosht/i, X 2 = sinu 2 sinhui ； b) JaL@ 114; 

c) sinh 2 wi + sin 2 - o - - - o — . 

sinh u\ + sin 〜2 

1.3* a) x\ — u\ — u^y X 2 = 2u\U2\ b) 见图 115; c) 4(uf +u|) 


d \ Cl 2 Ui 


1 


1.4. a) X\ 


c ) 


sinhui 


4( u ? + w !). 


cos U 2 + coshtxi 
1 


，怎 2 


sint /2 


cos m + cosh^x 


b) 见图 116; 


(COSU2 + coshui) 


2 


， (cos U 2 + coshui) 2 . 


1.5. a) X\ = u\ — ZU\U2^ X2 = ^UiU2 — U2\ b) 9(uf + 


1 




1#6. b) d\d2 / H\^ 


1 


，在 xi = a；2 = 0 


a \ G 2 Ui 

不是正交坐标系，如果 ai = a 2 , 则是正交坐标系. 


对应遭 破坏； c ) 如果 m # a2 . 


1.7. b) a\a 2 <x^u\ sin 1 x 2 , 


1 


2 


d\a2dzu\ sinu2 


，当 A = X2 = 0 时 一一 对应遭破坏 


c) 如果 ai 一 a 2 , 不是正交坐标系，如果 ai = 02 , 则是正交坐标系, 
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部分习题的答案和解答 



U 2 = 9 tt /10 
\ u \ = 0.5 


0.7 


^ 1 = 1 . 0 ' 


xi 


U 2 = —8tt/10 


U2 = —97T/10 


图 116 双极坐标系 


1.9. b )+ 2 + —， ，当 A 
c ) 是. 

1.10. b ) sinhni sinu2 ( sinh 2 + sin 2 u 2 ), 

c ) 是. 


: r 2 = 0 时——对应遭破坏 


sinh ui sinu2 ( sinh 2 u \ + sin 2 U2 ) 


部分习题的答案和解答 


♦2 


1A1. b) cosh wi siniio(sinh 2 u\ — sin 2 ^ 2 ), - : - 5 -5— r 

! v coshui sinu 2 (sinh^ u x - sin 2 u 2 ) 

C ) 是. 

sinh^i (cosh Ui — cos U 2) 3 、旦 

1.12. (cosh — COSU2) 3 ' sinhui 7 ° 

_ Fiy 

1.13. y/v — u 2 —. 定义域: 2 / > 0; 值域 :i; > u 2 . 

on 

^ ^ A 、 du i 、 0 du 、 ^ du 、 (du\ 2 1 fdu\ 2 

1.14. a) ‘ b)rcos2^--sm2^-; c) [-) ； 


c ) 是, 


丄 • 丄 <x) — — • u) 9 k:\jo ^ 0 ^ 77 — 一 

d(p or 

d 2 u 1 d 2 u 1 du 
9r 2 + r 2 d^p 2 + r dr 
d 2 z 

1.15. -4a 2 ——, a # 0. 

ouov 


1.16. 


d 2 z d 2 z 
du 2 dv 2 


g^ + ( u 2 -^ v 2 ) k 2 z 


、 (9V\ 2 1 (dV\^ 

Ha ) (^:) 


r 2 \ d0 


_J_(9V\ 2 

r 2 sin 2 6 V dip / 


d^v 1 d 2 v 1 d 2 V cot 9 dV 2dv 

g r 2 + r 2 洲 2 + r 2 s i n 2 q 咖 2 + r 2 86 ^ r dr 


1.18. 

d 2 V 

du 2 


d 2 V fdf\^ d 2 V/df\^ 


dx 2 \du 


dy 2 \dv 


d 2 v dfdf dv d 2 f _ dv d 2 f 

dxdy du dv dx du 2 dy dvdu’ 


d 2 V _ d 2 V rdfd 2 V rdf 
dv 2 dx 2 、 dv) + dy 2 \du) 


/d£\ 2 d 2 V dfdf dV d 2 f dV d 2 f 

\du) dxdy du dv dx dv 2 + dv dudi 


dxdy du dv dx dv 2 dy dudv 


d 2 f d 2 V 

du 2 + dv 2 

d^V 1 d 2 V d 2 V IdV 
• dr 2 r 2 d(f 2 dz 2 ^ r dr 
1.20. 提示利用公式 


du 

du 

simp 

du 

du 

du 

COSif 

du 

dx 


p 


dy 

二 0 sin p + 

dp 

p 

dip' 

dv 

dv 

sirup 

dv 

dv 

dv • 

COSifi 

dv 

dx 

= -CW 

t 

P 

dip' 

dy 一 


t 

p 

d(p' 


1 . 21 . 


1 . 22 . 


1.23. 


1 /d 2 V d 2 V\ 

4(u 2 + v 2 ) V du 2 dv 2 / 

_1_ /d 2 V 

a 2 (sinh 2 u + sin 2 v) ^ du 2 
\du 2 dv 2 )' 


d 2 V\ 

dv 2 ) 


部分习题的答案和解答 


2.1* r = a(f. 

2.2. r — r 0 e ktp , 其中 p = wt . 

2.3. x = at — dsint^ y = a — dcost. 


^ A 、 rt (R + r)t 

2.A. x = (it + r) cos — — r cos --- , y = 

R R 

2.5. x = (R — mR) cos fat + mRcos(t — mt), 
y = (R — mR) sin mt — mRsin{t — mt) y 

2.6. 所求的曲线方程是 


(i2 + r)sin ^_ rsin (^±^ 

R H 


m = 


r/R. 比较习题 2.4. 


r(t) — "⑷ a + b ， 

其中 b 是常向量， M ( t ) 是函数 A ( t ) (c<t<d) 的原函数. 

几何上下列情形是可能的％ G ( c , d ))： 

曲线是与向量 a 共线的直线，如果 f ° A ( t ) dt 和都 发散； 

J C J to 

曲线是与向量 a 共线的射线，如果广 A ⑷也 收敛，广 A ⑷冶 发散； 

Jc Jt 0 

曲线是与向量 - a 共线的射线，如果发散， A ⑷出收敛 

Jc Jto 

曲线是与向量 a 共线的开线段，如果 广 收敛. 

2.7. 所求的曲线方程是 


r(t) = — a+tb + c, 

其中 b 和 c 是任意的常向量.如果 a 和 b 线性无关，则这个方程（对于固定的 
b , c ) 给定以方向向量 a 为轴的抛物线.如果 a 和 b 线性相关,则得到平行于 a 
的描绘两次的射线. 

2.8. a) |r'| 2 |r' x a| 2 ; b) — 〈 r/ ， a 〉 |r' x a| 2 . 

2.9. r’ =(〆，p r” = (y? 〃， 2〆 + V) ， |r’ x r〃| = 2ip /2 — 种 " • 

给定的方程定义直线，当且仅当2 〆 2 - p〆 ' = 0. 解这个方程，求得= 


1 + 6亡 


，其中 a 和6是常数. 


2.10_用『表向量 r 的长度.设向量 e 由公式 r = re 定义.此时 


dr 

d(p 


r’e + rg . 由于 e = (cos 以 sin p ), 故每 =(— sinfosc ^)， 即 g 由 e 旋转角度 
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^而得到.由 e 旋转$而得到的向量用 f 表示 


因此，乒 

dtp 


r'e + rf . 进而, 


d z r _ 

d < p 2 

dr d 2 r 

dip dip 2 


r"e + 2 r’f — re = ( r f, — r)e + 2 r ’ f , 


r 〃一 r 2 〆 


2 r /2 — rr " + r 2 


令 〆 = A 我们得到 


dw 

dip 


du ) 

dr 


dw 

dr 


令 a ; 2 = p , r 2 

uj 2 = ar 4 — r 2 , 


^ 9 da ; 9 ^ 2 a ; 2 u du 八 

2 uj 2 - cjr — + r 2 = 0, - - + 1 = 0. 

dr r z r dr 

q , 则有 dp/dq = 2 p/q + 1. 解这个方程，求得 p = ag 2 - <?, 或 


rv ar 


I 在这个方程中作变量替换 1 /r = f 易得 


-= Ci sin(p + C2 )， 
r 

其中 c u c 2 是任意常数. 

直线经过极点的情形留给读者考察. 

2.11. a ) 考察向量 r ⑷ x I *' ⑷.它的导数等于 r ⑷ x r 〃⑷. 
律 F = mr 〃⑴，这里 m 是质点 M 的质量.由此， 

4 ： ( r (0 x 〆 ⑷ ) =r(«) x —. 

at m 


根据牛顿第二定 


按照条件有 F = Fr ， 由此，& ( r ⑴ x r '( t )) = 0. 于是向量 r ⑷ x r ' ⑷是常向量 

因此质点 M 的运动在某个正交于 r ⑷ x r ' ⑴的平面上进行. 

• 、 。 / d 2 u \ F 1 


b ) u 


/ d?u 

\ d ^ + u 


me 




,c = const . 


c ) 我们用 a 表 7 K 常向量 r ⑷ x r ’( t )• 这里用 r 表不向量 r 的长度.我们有 


a x r = a x 


m 


^3 


a x r 


k ( ,、 7 rr’ 一 r’r 

-( rxv)xr = - k — r2 — 


dt \r 


在所有情形下我们用记号 r ' 表示的是$，而非字.这样一来, 

at at 


l ( axr ’0 


积分即得 


ax r f + k - = b =常向量 

r 
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在这个等式两端与 r 作数量积，并且注意到 〈a x < r 〉 = 〈 a，〆x r) = - |a| 2 , 我们 
有 —| a | 2 + &| r | = (b,r). 我们提醒，运动是在垂直于向量 a 的平面内进行的（因 
为从关系 r x r' = a 推出 〈 a, r〉 = 0). 在这个平面上引进极坐标系，其极点是径向 
量起点，而极轴方向正是沿向量 b 的方向.我们得到 -|a| 2 +A:|r| = |b||r|cosp, 
由此推出 |r| = |a| 2 /(A：- |b|cos^) T 这是二次曲线.于是特别得知向量 b 沿求得 
的二次曲线的轴的方向. 

2.12. 引进笛卡儿直角坐标系，取 Oz 轴与向量 H 共线.此时 r = xi+yj + 2k , 
而给定的微分方程取下列 形式： 

x" = ay’ ， y" = —ax\ z n = 0, 其中 a = | H |. 

从关系 2 " = 0 求得之 =+ C2 ; 从关系 x 〃 = a〆 ， y " = —ax 1 求得 

x = C3 cos at + C4 sin at C 5 , y — —C3 sin at - {- C4 cos at + Cq. 


当 G / 0 时这是螺旋线族，其轴与向量 H 共线； 当 G = 0时我们得到圆周族， 
它们位于正交于向量 H 的平面上. 

2.13. 圆周，其中心在经过径向量的起点并且与向量 a ; 共线的直线上，而这 
个圆周所在的平面垂直于上述直线. 

2.14. 直线，沿着它垂直于向量 e 的平面同包含过坐标原点并且与 e 共线 
的直线的平面相交. 

2.15. 引进笛卡儿直角坐标系，取 Oz 轴与向量 e 共线.此时 ae + e x r = 
-Vi + xj + ae , 并且给定的微分方程具有形式 〆 =- y, 〆 =^ - a . 从关系 
x ’ = — y ， y f = x 求得 x 2 ~\~ y 2 = Cu 迭是圆柱族，圆柱的轴为过径向量的起点并 
且与向量 e 共线的直线.进而， 


dx 

dz 


dz 


由此得到 


xdy — ydx x 2 + y 2 
dz a 


xdy — ydx 


1 + 


S) 


dz 


= 心 ， z + C 2 =aarctan^ 

1 + ( X 1 x 


这是以上述圆柱的轴为轴的正螺旋面族.积分曲线是螺旋线. 
- 从所得到的关系容易用 （ 表 7 K x , y , z . 

2.16. 圆周，在坐标原点切于（与 e 共线的 ） A 轴. 

2.17. arctan 3. 

2.18. tt /4 和 tt /2. 


最后还有 


at -h 
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2.20. a) s 





0 


y/\ + y a dx 


2 


c 


/ 


b) s 


c) 5 





x 


0 


\/l + y’ 2 dx = ^((4 + 9 x ) 3/2 - 8); 



y/l -\-y /2 dx = ~ry/l 4a: 2 + - ln(2 — x y/l 4x 2 ); 


0 


2 


d) s 


e) s 



X 


. \/l I 工 2 

\/l + y /2 dx = \/l + x 2 + In - V2 — ln(\/2 — 1) 

l x 



o 


f) s 



t 


0 


+ (dr/dip) 2 dip = 4a sin ^ 

\J ^ 4 - y ,2 dt = 4a(1 — cos 备 ); 


g) S 



t 


V x f2 + y /2 dt 


at 2 


o 


h) 5 



t 


8a 


\J x ,2 + y /2 dt = 7 si 


o 

t 


3 
3a 


sin 


2 


sin 2 t: 


i) s= \/x ,2 + y ,2 dt = 

Jo 2 

f X _ _ 1 </1 _L p2x _ 1 

j) 5 = / \/l + y’ 2 dx = \/l + e 2x + ~ In - - \/2 — ln(\/2 - 1); 

Jo 2 v 1 + e 2x + 1 

k) s = f x /2 + y t2 dt = aln(sini). 

Jk/2 

2.21. /(a) + f 〃 (a), 如果 /'(a) + /〃» > 0. 

2.22. r(w, v) = ((a + bcosv) cosu ? (a + 6cosv) sinu ， 6sint;), 

2.23. 设在运动的初始时刻第一条直线同 Oz 轴重合，而条件中提到的第二 
条直线同轴重合.那么正螺旋面的方程有形式 


r 


(v cos w, usinu ， ku) 


这里是螺旋面的点到它的轴 （ Or 轴）的距离， _u 是点的经度 . 


2.24. r 


v 


a cos u cosh -，asinwcosh -) ，其中 u 是经度， v 是曲面的点到 

a a/ 


悬链面的喉截面的有向距离 . 


2.25. r = (a In tan ($ + 备） 一 a sin a cost cos w, a cost sin w) • 


2.26 •设 


x = (a + RcosO) cos ip^ y = (a + R cos 6) sin 2 = RsinO 



部分习題的答案和解答 


是环面的参数表示.这里丑是经线（即旋转圆）的半径， a > R 是经线圆圆心到 
沿轴的旋转轴的距离.在环面的曲率为负（在 K > 0的点切平面与环面不 
相交）并且切平面重合的一*对点，有内部坐标（仰，^))和（仰 +7 r ，7 T +⑹，其中 
cos ^0 = - R / a . 为了得到这些点应当利用 事实： 这个切平面与平面: nOz 沿与环 
面的两个对径的经线相切的直线相交.进而通过直接的计算得到切平面有方程 
- R(x cos (po + y sin c ^ o ) 4- Va 2 — E ? z = 0, 而这个平面与环面的交给出方程为 

x = y/a 2 — R 2 sin 6 cos f o 干 （a cos 9 + R) sin (po , 
y = \/a 2 ~ R 2 sin 沒 sin po 士 （a cos 0 + R) cos ipo, 

z = RsinO 

的两条相交曲线的并.由此容易得到维拉索圆周的半径（等于 M 以及在这个圆 
周和环面的讳线之间的角： arcsin ( i ?/ a ). 


3.1. a) 单位球面的方程是 x 2 y 2 z 2 = 1: 

2 = 士 \/1 -X 2 - y 2 , r(x,y) = (x, y, ±y/l - x 2 - y 2 ) 


1 , 0 , 


干 x 

1 — x 2 — y 2 


， r， y = (° 5 1? 


=Fy 

—x 2 — y 2 


由此得（对于坐标 z 的符号的任意选取) 


- y 2 


912 = 921 


911 = < r ^ r -) = 1 + I - x 2_y2 = l_ x 2_ y 2^ 

xy l-x 2 

— 〈 G ， r y 〉- i 二 #- 一 g 22 -( r y , r y )- ^ 一 x2 2 


ds 2 


(1 — y 2 )dx 2 + 2xydxdy + (1 — x 2 )dy 2 


1 — x 2 — y 2 


b ) 考察球面的参数表示: 


x = sin 0 cos f ， 


sin 0 simp 


cos 6. 


由此得到 




Tq = (cos 6 cos p ，cos 9 sin p ，一 sin 6) 


= (— sin 6 sin sin 6 cos 0 ) ， 

511 = 〈 4,4 〉 = 1 ， 仍 2 = g 2 i = (rg,r^) =0, 922 (^^^) = sin 2 9, 
ds 2 = dO 2 + sin 2 Odtp 2 . 


c) ds 2 = 


A(du 2 + dv 2 ) 

(1 + U 2 + V 2 ) 2 ' 
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3.2. a ) t 2 — X 2 - y 2 = 1, ds 2 = dx 2 + dy 2 — dt 2 , 

2 (y 2 + l)dx 2 — 2xydxdy -h (x 2 + l)dy 2 

ds -t o o ~ ， 

1 + rc 2 + y 2 

b) r = t = coshx, x = sinhxcosc^, y = sinhxsinp ， 

ds 2 = d\ 2 + sinh 2 x 知 2 ; 


A { du 2 + dv 2 ) d) d 2 = 4( dr 2 + r 2 V ) 

] ~ ( i - u 2 - v 2 ) 2 ' ) (1- r 2 ) 2 ’ 

Adzdz 2 _ ■ dzdz _ 

、 { l - zz )^ ) { Imz ) 2 ' 

3.3. 提示证明关于在度量 ds 2 = da : 2 + dy 2 和 cH 2 = G ( x , y )( dx 2 + dy 2 ) 下 
角相等的更一般的断言. 


3.18. a ) 将在庞加莱模型中解此问题.利用习题 3.2 d ) 的 结果: 


(1-r 2 ) 2 


dr 



^ dr = In pLl " 
一丁 z 1 — r o 


In 


1 + r 
1 — r 


由此得到 


r = 





2 tt 


4 r 2 

(1- r 2 ) 2 


dip 



2n 


2 r 


r 2 


d(p 


4 ?r 


( e R - l )/( e R + l ) 


-(( e ^- l )/( e ^ + l )) 


2?r 


e 2R -l 

2 e R 


27 r sinh R 


2 tt 




47T 


t 0 


4 ^ = 4 ,(^! = 47rsinh2 ^ 

1 — r 2 Ae R 2 


b ) l = 27 rsini ?, S = An sin 2 — . 

3.19. a ) 我们导出点 （0, yi ) 和 （0,2/ 2 ) 的距离 公式: 



dr 


ln | r ||^ 


% 


! 3 y 3 y 2 

In - = In -, - = 7 , y z 

V 1 V 1 

答案 ：（0, 

c ) 利用对称性考虑，我们得 结论: 直线 : r 
下的任务是求这个直径的 中点： 




0沿直径与我们的圆周相交.留 



(1 + r 2)2 dr = 2arctanr ln 


2 arctan 


V2 - Ti 

1 + r\V2 
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2 arctan 


3 -r 
1 + 3 r 


= 2 arctan^ 


— r 2 + 3 r — r + 3 = 3 r 2 — 3 r + r — 1， 


4 r 2 — 4 r — 4 = 0, 


n ，2 = 


1 土 W 
~ 2 ~ 




圆周的中心的坐标是 (o,- 

3.20. a ) 设乂 = 0.5 + 0.5 i , 5 = 0.9 + 0.3 i 求上半平面到单位圆的分式线性 
变换，使得4转换到0,而 B 转换到实轴上的点.不难求出，这样的变换可以取 


为 


(1 + 3i)z + (1 — 2i) n I 
(3-^-(l-2z)- 这 时广乂 


I — ► 


0, B 


2 


在庞加莱度量下 , 0 和 1/2 之间的距离等于 In 3 (见习题 3.18). 此时 线段匁 B 


的中点在分式线性变换 p 下转换到形式如 c + Oi 的点，这里 C > 0. 这个点到0 
的距离应当等于 Jln 3. 由此得（见习题 3.18) 关于 C 的 条件： lni ^ = Jin 3. 

Jn 丄 C 么 

因此 c= ti . 作逆分式线性变换，我们得到线段的中点是 

V 3 + 1 


VV 3 + 1 


+ 0i 


3 + \/3 z 
~~4~ 


3.21. 设三角形的角等于％ 和 7: 

a ) 5 a = —7 r + a + /? + 7; b ) 5 a = tt — ^ — 7 - 

3.27. a ) 当 n > 2 时（当 n = 2 时，存在正二角形，它是圆 周)； b ) 当 n 彡2 

时（对于任意存在正 fc 角形：当 n = 2时这是圆周). 

71 一 2 

3.28. 提示利用四点共圆的几何判别法和两个特殊复数的幅角的表达式. 

3.29. 提示利用正弦公式和习题 3.18 中的圆周长度的表达式. 

3.30. 提示利用习题 3.21 的结果. 

3.31. a ) 设 2/1 = OA , y2 = OB . 此时 


广 2 rr OB 

p ( A , B ) = J dy = \n \ y\\H = | In —. 

1/ \ 

b ) 设 O 和 Oi 是实轴同过 4 和 B 的并且直径在实轴上的半圆的交点，而 
Oi 位于 O 的左侧.进行中心在 O 和半径为 OOi 的反演/，我们把这个圆周映 
射到竖直直线，并且乂和 B 的像的纵坐标将等于 OCh . | tarm | 和 OO ! . | tan /3|, 
再利用 a ) 和/是罗巴切夫斯基平面上的运动这一事实. 

c ) 用习题 3.5 中的分式线性变换把连结点4和 S 的直线转换为竖直直线. 
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3.32. a ) 正确； b ) 不正确.在上半平面的模型上考察点1 + - 1 + i ， 反这 
时， 一 方面，我们知道，在给定的模型里,在罗巴切夫斯基度量下的圆周同“通常” 
的圆周一致，而另一方面，经过所考察的三个点的圆周有“切点”在绝对形上，因 
此不是在罗巴切夫斯基平面度量意义下的圆周. 

3.33. 例如，可以在上半平面的模型中考察直线 Res = 0和 h = 1以及点 
5 +《和过此点的直线束. 


3.34. a ) 

此时有 


a 是正六边形的边长，而丑是它的外接圆的半径.按照习题 3.24 


cosh a = cosh 2 R — 


7T 


2 


2 cosh a 


cos — sinh R, 
o 

2 cosh 2 R — sinh 2 i ? = 1 1 — 


1 + cosh 


cosh a = 


1 + cosh 2 R . _ 
--- > cosh it 


( i ? 一 0)， 


a > R. 


b ) 解法类似 a ). 答案： a<R. 


3.35. a ) 根据 3.24 b )， 三角形的角的余弦等于 

cosh a 

oa = 7 r — o arccos - - - . 

1 + cosh a 


cosh a 
cosh a + 1 


根据习题 3.21 b )， 


b ) 解法 类似. 答案 ： = -7 r + 3 arccos - 

cos a + 1 

3.36. a ) 显然，圆周的中心在直线 = -1 上.设它的坐标是（- l ，4 + a ). 因 
为从圆的中心到点（-1，4)和 (-1,6) 的距离应当相等，我们就得到方程 


In 


6 

4 + a 


= In 


4 + a 
4 


解之得 

(4 + a ) 2 = 24 ， a = 2 v ^6 — 4. 

于是，圆心的坐标是（-1，2^).由此容易求得在罗巴切夫斯基度量下的圆周的 
半径.留下的是利用习题 3.18 a ). 

答案 : S = 47rsinh 2 (Jin -) = ( 忐 — 2) 兀 ， Z = 27 rsinh (i In = 

b ) 利用对称性考虑，我们断言直线 5 x + 2/ = 0 沿直径与我们的圆周相交,直 

径的长度等于点 （— i + 忐， 5 —滏)和 （-i ▲ 5 +忐)之间在习题 

3.1 c ) 的度量下的距离，即 



4(1 2 + 5 2 ) 


(1 + x 2 + 25 a : 2 ) 2 


dx = 2 arctan ( xV / 26) 


i+ 


n /26 



\/26 
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2 arctan 


1-\/26 + 1 + \/26 

MTTv^6)(r^726) 


2 arctan 


13 


于是，圆周有 半径丑 = arctan —. 根据习题 3.18 b ), 我们得到 

•Ld 


S 


wf = 2.(1--^=), ^ 27 rsin^=-^ 


4.1. 在习题 a )， b )， f ), g ) 中证明并利用曲线 r 二 r ⑷的曲率公式 


k 


||r| 2 r- (r,r)r| |[r,r]| 


r | 4 


4 

r 


3 


在习题 c ), d ), e ) 中证明并利用对于用极坐标方程 r = r *^) 给定的曲线的曲率的 
一般 公式： 


a ) 1; b ) 


0 


a 

7 


c ) 


3 r 

g ) 


, | r 2 + 2( r ; ) 2 - rr h 

k ^ )= ( r 2+々 /2 ■ 

_ 3 _. 、 2 + (p 2 

4 a | cos (<^/2)| ； a(l + p 2 ) 3 / 2 

1 


3 al sin t cosi | ’ 1 4 a | sin ( i /2)| 

4.3. a /6 2 和 b / a 2 . 

4-4. k = \ FlF yy - 2 F x F y F xy + F ^ F XX \/( F ^ + F y 2 ) 3 / 2 . 


4.5* k 


\ P ( Q ( dQ / dx ) - P ( dQ / dy )) + Q ( P ( dP / dy ) - Q ( dP / dx ))\ 


( P 2 + Q 2 ) 3 / 2 

4.6. k ( if ) — |2( 〆 ) 2 — r"r + ” 2 |/(( 〆 ) 2 + r 2 ) 3 / 2 . 

s s bs 


4.7. t(s) = a cos 


%/ a 2 + 6 2 


,asm 


\ Jo ? + 6 2 ’ \/ a 2 + b 2 


4.8. r (5) = ( cos (In \ sin f In 5 + ^ 


V 3 


V 3 


V 3 


4.9. r ( s ) 



2 + s 2 s 


In 


s 



2 "h s 


2 



2 ’ WVW V 2 

4.10. a ) k = v ^/( e fc + e ~ t ) 2 , h = — v / 2/( e t + e -4 ) 2 ; 
b ) fc 二 2 £/(l + 2 t 2 ) 2 , x = -2 t /( l 4 - 2 i 2 ) 2 ; 

,, v /2 1 

cj /c — — v —- • 


3 e t 


3 e t 


d ) k 


1 


K 


3( t 2 + l ) 2 
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由此导出 


(y x z ) x x = y x (z x x ) — z x (y x x ). 


4.21. a) R 2 -h 4s 2 - 6as = 0, 当 0 彡亡彡 ？ r /2 时 
b) (27s + 8) 2 = (4 + 9. J 611 ') 3 ; 


( 27 s + 8) 2 


c) s= - 1 + \/2R + ^ In -h y/2R) 


d ) 参数表示的自然 方程: 


+ z 2 + In 


1 + x 


(1 + x 2 ) 3 /2 


e) i? = a H - ; 

f ) 参数表示的自然方程 


1 + e 2x + In 


1 + e 


2x 


e x 


(1 + e 2x)3/2 ’ 


g) R 2 + a 2 = a 2 e~ 2s ^ a : 

h) s 2 + 9R 2 = 16a 2 , 当 0 彡 p 彡 7 r/4 时； 

i) R 2 — 2as\ 

j) 开 2 + s 2 — 8as = 0, 当 0 彡 f 彡 2 tt 时， 这里丑 = l/k. 
4.22. a) r = Ce a ' 对数螺线，其中 r，p 是极坐标， C : 


ae 


a arctan a 




U x x.x a f b • (a + b)t 

b) ^ ) = 2 (^ T 6 sm — r - 

a ( b ( a ^ b)t 


a ~ b 


sin ^^ 


^ ) = i(-a 

c ) r ( s ) = ( 乂 


+ b 


cos 


a — b 


cos 


当 ocd 时 : 


COS —r ds 

2 a 2 



sin^2 ds), 考纽螺线 (Cornu spiral) 


d) x(t) = aln (tan 7 + ^ y(t) = , 悬链线， 0 ^ ^ 

\ 4 2 / cost 2 

e ) r(t) = (a(cost + tsin i ), a(sin^ — tcost)), 圆周的渐伸线. 

4.23. 提示 y/x f (t) 2 + y f {t) 2 + z r {t) 2 = 1. y(s) = const, z(s) = const 


4.25. r = Ce ±k<p , k = cot a, C = const, r,<p 是极坐标. 

4.26. p = |{r, n)|. 假定 〈 r ， n 〉 > 0; 此时有 p = (r,n). 由此得 


dp 

ds 


{r ; n} + (r, n) = -fc{r,v) = -fc(r,r). 


注意到 <r ， r> = 即得 ( vJ ^ U . 于是 


变- - kl ^ 


ds 


ds 
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由此即得所需要的关系. 

4.29. 我们把密切圆方程写成形式 (p - r 0 - i ^ n 0 ) 2 =用.由此得到 


(p - r 0 ,p - r 0 ) - 2i2 0 〈 n 0 ， p- r 0 〉 = 0. 


考察函数 


^p(s) = (r-r 0 ,r-r 0 ) - 2H 0 〈 n 0 , p — r 0 〉. 


我们有 

^fi f {s) = (r —r 0 ， v〉 - 2Ho{n 0 ,v), 

= 2 + 2k{n, r - r 0 ) - 2_R 0 A: 〈 n 0 , n 〉， 

if tn {s) = 2fc(n,r - r 0 ) - 2fc 2 (v,r - r 0 ) - 2Rok{n 0 ,n) + 2i?oA: 2 {no 7 v). 


于是 

^(50).= 0 ， cp"(so) = 0 ， Oo) = —2RQk(sQ) / 0. 

这就表明当 s 经过 s Q 时, w ( s ) 改变符号，随即证明了断言. 

4.30. 参见习题 4.29 的解答.我们有 


c^’(s 0 ) = p 〃 (s 0 ) = O 0 ) = 0 




( 4 ) 


(s) = 2fc(n,r — ro) - 2kk{v,v — r 0 ) — 4fcfe(v,r — ro) — 2fc 3 〈 n，r — r 0 〉 


-2k 2 - 2Rok(n 0l n) + 2R 0 kk(n Q , n) + 4Rokk{xio, v) 4 - 2,RoA ： (n 0 ,n), 

p ⑷ (s。）= — 2 /cq — 2/^o/jo + 2 A：q = — 左 o — 0 ， 

这意味着 曲线的点相对于密切圆的距离 ® 当 s 经过扣时不改变符号. 

4.31. 将认为向量 a 有单位长度，而另一个常向量 b 是这样的，使得 a 和 b 
构成平面的标准正交基的正定向.设: r ,?/ 是点相对于基 a ， b 的坐标.在 a ) 和 b ) 


■a 

^ >0 - 


k 


/ ⑹ 


ds = f{a)da ) x 



f(a)cosada } y 



/(a) sin ada 


b) 


da 


ds R 


/' ⑻芸 =▲’ ds = Rf(R)dR 


X 



Rf (R) cos (f(R))dR, y 



Rf(R) sin (f(R))dR; 


c) x 



/’(a) cosada ，y 



f f (a) sin ada; 


①这里曲线的点相对于密切圆的距离，指的是 |r - r 0 - Hono|--Ro 


译者注 
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d) x = J cos (/(«)) ds, y — J sin (/(s)) ds. 

4.32. 以适当的方式选择坐标系，把维维亚尼曲线的方程写成形式 

x 2 +y 2 + z 2 = a 2 , (x - +?/ 2 = y. 

为了组成参数方程，令 


a a 

x — - = - cos 
2 2 




即得 


T (1 + cos ' )2 + T sin2t + 22 = a2 ' 


由此得到 z = asin- (忽略符号，因为如果 （ 增加 2 tt , 则 z 和 y 不变而 z 改变符 
号).这样一来， 


r 


/a . 、 a • . t \ 

(^(1 + cost) ， -sint 7 asin-J. 


切线 


r 


f-(l + cost) — Asint, ^ sin t + 入 cost, a sin ^ + A cos . 

\ 么 l* 2i 2t / 


法平面 ： x sin t — y cos t — 2 cos - = 0. 

副 法线： 2 


r 


+ cost) + A(2 + cost) sin 4 ，兰 sint — A(1 -f cost) cos 矣 ， a sin 矣 + 2A 

\ Z 2 2 2 2 


主 法线: 


r 


(■(1 + cost) — A(2cos 亡 + (1 + cost) cos 2 备)， 

^ sin i — ♦ (6 + cos t) sin £,,asin ^ — A sin 

2 t 2 2 2 / 


密切平面 


a 


x(2 + cost) sin ^ - y(l + cost) cos ^ + 2z - ^(5 + cost) sin - = 0 


V 


(— sin t ， cost, cos(i/2)) 
y / Y -\- COS 2 ( t /2) 


n 


(- cos 2 1 — 6cost - 1, — sin^(6 + cos 亡 ) ， —2sin(i/2)) 


y(cos 2 1 + 6cost + l) 2 +sin 2 t(6 + cosi) 2 +4sin 2 ("2) 


b = \/ l ^|^(( 2 + C 0 Si ) sin | ， —( 1 + C 0 si ) C 0 4 , 2 ); 
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& 1 / 13 + 3 cost 12cos("2) 

a^2(l+ cos 2 (t/2)) 3 ’ K a(13 + 3cos t)' 

4.33. 曲线的参数方程： r ( t ) = ( y / 2 at , y / 2 bt , t 2 ). 这意味着曲线位于平面 
xy/b — yy/a = 0上. 

4.34. 考察函数 

= 〈 b(s 0 ) ， r(5) — r(5 0 》， 

其中 r ( So ) = M . 我们有 

= 〈 b(s 0 ) ， v(s )〉， (p f/ (s) = 〈 b(s 0 ) ， fc(s)n(s )〉， 

v/"(s) = (b(s 0 ), fc'(s)n(s) — k(s)(-k(s)v(s) + >t{s)b(s))). 

由此可见 

W(5o) = <P'(So) = W 〃 (S 0 ) = 0， if 川 [So) = -k(so)^(so) 7 ^ 0. 

这意味着当 s 经过 SO 时， w ( S ) 改变符号，从而证明了断言. 

4.35. 设 fc 一 0,即曲线是双正则的.设所有的密切平面都经过点 ro . 我们有 

〈 b ， r 0 - r) = 0, 〈一规， r 0 - r) - (b,v) = 0, x(n, r 0 - r) = 0. 

如果％ # o , 贝 y 

(n, r 0 - r) = 0, (-/cv 4 - ^b, r 0 - r) - (n, v) = 0, 


〈 V ， r 0 — r 〉 

相反情形.即 ^ 


{ kn , r 0 - r ) - ( v , v ) 


{ kn , r 0 - r ) 


0 ,这时曲线是平面的，参见习题 4 . 43 . 


… d d 2 

4 . 36 •石 r = V ， d^ T 




— fc 2 v + 左 n + k > cb . 


4 . 37 . b = - > m , 由此推出所需要的等式. 

4 . 38 . 

as \ x / 

4 . 39 . 参见习题 4 . 36 的答案.我们有 


kn 


—fc 2 v + fc’n + fcxb ， 


⑷ 


2 kk i \ — fc 3 n + fc〃n 十 k’[—kv + xb) + fc’xb + k^h — kx^n 


由此得到所要求的证明. 

4 , 40 .〈 e ， n 〉 = ( 7 ， 〈 e , — k \ + xb ) 


( e , v ) - -( e , b ) = 0 , ( e , n)k 


( 奵 ㈣ - 


X 2 / V _ n J + y 

j 〈 e ， n 〉 =0 ，〈 e’bHC^^. 




• 218 , 


部分习题的答案和解答 


再微分一次,就得到所需要的关系.由上面导出的关系我们发现可以计算出 

>£ k 2 

如果关系 + 满足，则这个向量是常向量.这个常向量 e 与向量 

n 的夹角的余弦等于 l /| e | = const . 

4.41. 设曲线是双正则的.此时 ( e T v ) = 0, k { e , n ) = 0,由此得 ( e , n ) = 0. 
如果 〈 e ， n > = 0 ,则 （ e ， - k \ + xb ) = 0 , 由此得到 >c = 0 (平面曲线) ■ 

4.42. 设曲线是双正则的.此时 (e, b ) = 0, x{e,n) =0; 由此得到 0 .因 
为如果 x # 0, 则 〈 e ， n 〉 = 0 ， 〈 e，-fcv + xb ) = 0, k { e , v ) = 0, 但是 （ e ， v 〉 / 0, 这 
表明 k 二0, 曲线是直线. 

4.43. a ) v = fcn = 0, v = 常向量， r = r 0 + vs 是直线； 

b ) { r , b ) ; =〈 v ， b 〉= 0 ， ( r , b ) = ( r 0 , b ), 平面曲线； 

c ) b = —>m = 0， b = 常向量. 

4.44. ( b , e ) = const , ^( e , n ) = 0. 进一步参见习题 4.42 的解答. 

4.45. a ) f ( t ) = Cie 6t 4- C2 ^ 1 + C 3 ; b ) f ( t ) = C \ sin t 4 - C^cost + C3 . 

4.47. a ) ^ ^ = | A : n | = k \ b ) fc 7 ^ 0, 双正则曲线； 

c ) 设 r ' = r ^ s ) = v ( s ) 是闭曲线 r = r ( S ) 的切球面像. 此时 〆 = v ^ s ) 是位 
于单位半径的球面上的闭曲线，其长度是 | \ v f ( s)\ds = j kds . 

方法 I . 假定 / fc 办 < 2tt ， 即曲线 v 的长度小于大圆的长度.可以看出，曲 

线 v 整个位于某个半球面上.这意味着对于一个适当的向量 e 有 ( v ( S ), e ) > 0 . 
因为曲线 r ( s ) 是闭的，故 / v ( s)ds = J r '( s)ds = 0 ，由此得到 J ( v ( s ) J e)ds = 0 , 
矛盾. 

方法 II . m 为 Jv ( s)ds = 0,并且曲线 v ( s ) 是紧致的，点0属于曲线 v ㈤ 

的凸包 conv ( v ). 我们指出，对于任意位于单位球面上并且 O e conv ( v ) 的分段 
正则曲线 v 有/ \ V\ds ^ 2 tt . 如果 O 是这个凸包的内点，不难构造新的分段正 

则的闭曲线 v ( s ), 使得其长度小于 v ( s ) 的长度，并且 0 G conv ( v ), 但是 O 不是 
凸包 conv ( v ) 的内点.如果 O 不是 conv ( v ) 的内点，则令 v = v . 我们指出曲线 
V 的长度不小于 2? r . 因为0 e conv ( v ), 可以找到〜， i = 0,1, 2,3, 0 ^ s 0 < < 

52 < 53 < /,使得 O G △ = conv ( v (5 0 ), v ( si ), v ( s 2 ), v ( s 3 )). 因为 O 不是四面体 △ 
的内点，它属于它的边界， 不妨说 O 属于边界面 △() = conv ( v (^ i ), v ( s2 ), v ( s3 )). 
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考察过四个点和 o 的平面.该平面交球面于大圆，这就意味 
着，这个大圆的在点可和 V ( 5j ) 之间的弧长不大于连结这两个点的任意曲线 
的弧长.特别地,这个大圆的所有三个弧的长度之和不大于曲线可 S ) 的长度.这 
就证明了 / Iv ^ s )!^ ^ 2 tt . 


do * w n * _ _ 

4.48. — = —p- = I — /cv + xbl = \/允 2 + x 2 , 

as as 

4.49. r( S ) 是球面曲线.我们有 



H 


(r — m 7 r - m) = i ? 2 ， 〈 v，r — m〉= 0 ， 〈 fcn，r 一 m 〉 + 〈 v ， v〉= 0, 


这表明 

(n, r — m) = -i, (kn — k 2 v + k > cb , r _ m 〉 + (fcn, v) = 0, 


〈 b ， r-m) 


k 


k 2 x 


—xn 3 r — m 〉 十 〈 b ， v 〉 


d / k 




( 


ds \ k 2 x 


)■ 


由此得到所需要的关系 ^ = ^(^).如果这个关系成立，则向量 m = r + 

l n ~^ h 是常向量.因为向量 r - m 正交于向量 v ， 其长度是常量，故 r ( s ) 
是球面曲线. 


4 .50 .设 r ㈤ 是曲线 7 的自然参数表示.曲线 7 * 的参数表示有形式 r *( s ) = 
r ( s ) + in ( 5 ). 我们有 


ds 


r 


本 


v + — (― fcv + xb) 
/c 




ds 2 


r 


本 


x 

k 


b 


h 2, 

k 


n 


这表示 


• d 


r 


本 


d 2 


• ds ? ds 2 


r 


本 


x 3 


v : 


d ^_ 

ds 3 


r 


丰 


x 

k 




我们得到 备 ' & 


r 


x 3 


v 


. 曲率和挠率是 


k 


冰 




K 


本 


( A r * ^ ! r *) 

\ds 、 ds 2 ， ds$ ) 

\ d d 2 1 
L ds J ds 2 J 


H 


4.51. c(s) = 〈 r(s) — m ， r(s) — m 〉， c \ s ) = 〈 v(s) ， r(s) — m 〉， 
c ff ( s ) = k ( s )( n ( s ), r ( s ) — m〉+ 1 ， 
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c m {s) = (k f (s)n(s) - k(s) 2 v(s) + k(s)>c(s)b(s),T(s) - m). 

4.53. 参见习题 4.51 的解答.条件 c f (s 0 ) = c f, (s 0 ) = 0 等价于下列等式 : 


r(s 0 ) - m = 


1 

k(s 0 ) 


n(s 0 ) - Ab(s 0 )， 


其中 A 是任意数 . 

4.54. 参见习题 4.53 . 条件 c^so) = c f, {s 0 ) = c'"(s 0 ) = 0 等价于下列 等式： 

r(so) - m = -Mb n(so)+ pd) b ( s 。). 

从条件 ^o) = r* 导出半径 ir 的表达式 . 

4.55. 设 r = 是球面上的闭曲线 . 由于习题 4.53, 曲线的曲率处处为正 . 

如果则函数截不改变符号，根据习题 4.49, 这就意味着函数 士尝 
严格单调，这与曲线 r = r • ⑷ 的闭性矛盾 . 所以，曲线上必存在挠率为 0 的点 . 


5.1. a) a 2 (cos 2 vdu 2 + dv 2 ); b) (a 2 sin 2 u + b 2 cos 2 u) cos 2 vdu 2 + 2(a 2 — 
b 2 ) sin u cos u sin v cos vdudv + ((a 2 cos 2 u + b 2 sin 2 u) sin 2 v + c 2 cos 2 v)dv 2 \ 

c) v 2 (a 2 sin 2 u+6 2 cos 2 u)du 2 +2(b 2 — a 2 ) sin u cos ududv-\-(a 2 cos 2 u+b 2 sin 2 u+ 
c 2 )dv 2 ; d) (a 2 sin 2 u-\-b 2 cos 2 u)du 2 + c 2 dv 2 . 

5.2. a) ds 2 + 2(v, e)dsdX + (e, e)d\ 2 \ b) v 2 ds 2 + 2v{v^p)dsdv + {p^p)dv 2 \ 


c) 



2 

ds 2 + 2(e, v)dsd\ + dA 2 ; 


d) ((1 — k cos ip) 2 + >P)ds 2 + 2xdsd(p + dip 2 ' 

e) ip 2 du 2 + (ip /2 + 0’ 2 ) 如 2 ; f) (a + 6cost;) 2 du 2 + b 2 dv 2 ; 
g) du 2 H- (u 2 + a 2 )dv 2 ; h) ((1 — Xk) 2 + >t^X 2 )ds 2 + dX 2 ; 


i) (1 + X 2 x 2 )ds 2 4 - d\ 2 ; j) a 2 cosh 2 -dcp 2 + sinh 2 -dz 2 . 

a a 


5.3. a 2 cot 2 udu 2 + a 2 sin 2 udv 2 . 


5.4. cos 6 = 2/3- 

5.5. cosi9 = 7/9. 


5.6. cosO = 



2 


1+a 2 . 


5.7^ cos6= -y/7/Vu. 
5*8* l — ttR. 


5.9. a) / = ttR] b) l a — 27rRy/a; 6 = tt/2. 
5«10* l = ttR. 
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5*11. I = 27ra; 9 = tt/2. 

2 — 4 a 2 

5.12. cos^ = 


v /(4 + a 2 )(l + 16 a 2 ) 


5.13. n/2. 


5.14. v = u 2 + 1 + In 


y/u 2 + 1 — 


+ const . 


u 


5.15. v 


tan^ 




a 


， \ n(u + Vu 2 — a 2 ) + const . 


5.16. 两个曲线族 a ) y 2 + z 2 = const , xy = az \ b ) x 2 + z 2 

5.17. 设球面的方程有形式 


const , xy = az 


r = (a cost ; cos u，a cos a ; sin u，a sin v ) ^ 


则斜驶线方程是 


u 


tan 9 - In (tan 


in )) 


其中 0 是给定的角 


v = 


cos 0( — sin v cos u — sinutan ^， 一 sinvsinu + cos u tan cos v ), 


cosO 


n 


yl 4 - tan 2 6 / cos 2 v 


一 cosu cos u + tanv sinu tan 沒一 


cosu 


cos v 


tan 2 沒 


. . sinu 9 . . 

— sinttcost; — tant;cosxitan 沒 - tan 6^ — s\nv 


cosv 


b 


(sin — cos w，tan 6/ cosv ) 


y/l + tan 2 9 / cos 2 v 


k 


cos 


a 



tan 2 6 


cos 2 v 


tan0 


K 


a ( cos 2 v + tan 2 6) 


5.19. a ) 曲线 w = au 2 /2 ，u = — av 2 /2 和 v = 1 在点 A(u = 0 ，u = 0)， B{u = 
a /2, v = 1), C(u = — a /2, v = 1) 相交.同时，在曲线 (方程是 u = av 2 /2)^ 
AC (方程是 w = — av 2 /2) 1 BC (方程是 v = 1) 上的曲线坐标的微分由关系 
du = avdv ^ du = 一 avdv , dv = 0 相联系. 

把这些关系代入到第一基本形式即得 


在曲线上， 


d52 = a 2 f t + " 2 + 1 


/ v 2 \ 

， 在 s = a \^2 ^ 

在曲线 ^4 C 上， ds 2 — a H + v 2 + 1 )， ds = a d + ^dv 
在曲线 J 3 C •上， ds 2 = du 2 , 


ds = du . 
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在由点 AB ^ C 的坐标确定的区间上积分: 


AB = AC = a 



Y + l ) dv 


la 


CB 



a/2 


一 d /2 


du 


这样一来，三角形的周长等于 10 a /3. 

2 

b ) cos A = 1, cosB = cosC = k ， 即 


0 ， B = C = arccos - 

o 


c ) 5 = a 2 ^- — + ln(l + \/^)). 

5.20. a ) (uq + sinh 2 vq)/4] b ) vq, sinh vo , 

5.21. S = 2 aR 2 , 其中丑是球面半径. 

5.22. 47 r 2 rR . 


V 2 


+ ln(l + \/^)). 


y/2 sinh vo; c) 7r/2, 7 t/4, 7t/4 


5.23. 设用方程 y 1 = y l ( x l , x 2 ), y 2 = y 2 ( x 1 , x 2 ) 在局部坐标中给定映射 
/： X — K 设二次形式 p = Qijdx ^ x ^ 和 / i 二 h ki dy k dy l 在 X 和 Y 上定义黎曼 
度量.映射/在 X 上诱导黎曼度量 


h , i j { x ) dx % dx 


心(則)婴響血 


映射/的共形性等价于度量 S 和 Y 在 X 上共形等价，即曲线相对于度量 P 的 
夹角等于它们相对于度量/ I '的夹角.由此推出存在共形因子> 0,光滑地 
依赖于点，并且用等式= Kx ) 9 ij ( x ) 联系度量的系数.由映射/诱导的 X 
上的面积形式等于 do 7 = y/det h f ( x ) dx l A dx 2 = \{ x ) da . 因为 / 保持面积，故 
da = da \ 于是 A = 1. 由此, / j / = 5，即 / 是局部等距的， 


5.25. 设 S 1 3 ( x , y , z ) ^ ( xi , yi , zi ) e S . 在从北极到坐标为 f 77 的赤道平面 
的球极平面投影下，我们有 


— 2 


XI 


26 

1+^+7?? 


yi 


2t)i 

+& + W ， 


Zl 


Cl + 7?1 - 1 

1 + C ? + W 


因为球面到自身的共形映射生成平面 P 到自身的共形映射，并且保持零点和无 
穷远点，故 Ci = 6 +切1 = aC = a (^ + iri ), 其中 a 是非零复数.留下的任务就是 
在前面的公式中把匕和 7? i 代换为^(2：， y )， r }( x , y ) 表示的值. 

5.26. 双曲抛物面的度量由矩阵函数 


/I + u 2 

\ —UV 1 


—UV 
+ V 2 


给定，故面积形式等于 
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da 


det Gdu f\dv 


\ J ru 2j rv 2 du/\ dv. 


形变诱导的度量由矩阵 


G ， 


1 + (usint + t>cos t) 2 
(u sint-\-v cos t)(u cos t — v sin t ) 


(u sin i + v cos t)(u cos t — v sint) 
1 + (u cos t — v sin t) 2 


给定; 诱导的面积形式等于 


da ’ 


det G f du A dv 


1 + ?x 2 + v 2 dit A (fo. 


于是如 = 如'，即给定的形变保持面积. 


5*27. H(u y v) 


a 2 + u 2 cost ;, \/ a 2 -1- u 2 sin a In 


u + Va 2 + u 2 


或 


H ( z ^ if ) = ( a cosh - cos a cosh - siny ?, z ) - 

\ a a / 

这是悬链面（悬链线 z = a cosh -的旋转曲面). 

a 

o r 2 _ 1 

5.28. 劈锥曲面 度量: 2 知 2 十 2d P dv+(p 2 + l)dv 2 ; 旋转双曲面度量: dr 2 

+ r 2 ^ 2 . 留下的任务就是检验在所指出的点的对应下，第二个度量取第一个度量 
的形式. 




5 . 29 . 


5.30- 螺旋形曲面的度量为 


p 2 + a 2 


(1 + F f (u) 2 )du 2 + 2aF , dudv + (u 2 + a 2 )dv 


2 


旋转面 r = (r cos sin p ， G ( r )) 的度量为 


(1 + G f (r) 2 )dr 2 + r 2 d<p 2 . 


设点的对应由方程 r 2 = u 2 + a 2 , if = v -\- H { u ) 建立.如果在坐标中，第二 
个度量取第一个的形式,则此对应即为局部等距.由此得到关于函数 G 和丑的 
条件： 2 

G\rf = F\uf^^ 丑 '㈦ 

5.32. 提示取形式为 r = 7 + 的柱面方程，其中 e 是单位长度的常向 
量， 7 ⑷ 是带自然参数的参数曲线并且在正交于向量 e 的平面上.比较这个曲面 
和平面的第一基本形式. 
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5.33. 提示取锥面方程的形式为 r = ve{u), 这里 |e(u)| = 1 ,再在极坐标 
系中比较这个曲面和平面的第一基本形式 . 

5.34. 不存在.因为柱面和锥面上的对应区域在它们的平面展开上的边界必 
须对应同样长度的曲线线段，而对于锥面这样的展开不可能实现 . 


6.1. a ) 我们有 

t u = (—Rsinucosv^ —iisinusint ;， Rcosu)^ 
r v = (—Rcosusinv^ RcosucosVj 0), 

r u x r v = (-R 2 cos 2 w cos u, —R 2 cos 2 sin —R 2 cos u sin w), 


r u x r v \ = R 2 cosu, n 


r,, x r v 

T u X T v 


(— cos u cos — cos u sin u, — sinu )， 


M 


v uu = (—Rcosucosv^ —Rcosusinv^ —Rsinu) y 
r uv = (Rsinusinv^ —Rsinucosv^ 0), 
r vv = (—Rcosucosv^ —Rcosusinv^ 0), 

L = (r utx , n) = ii ( cos 2 u cos 2 v + cos 2 u sin 2 v 4 - sin 2 u) = 

M = (r uv ^ n) = R(— cos u cos v sin u sin v + (— cosusin v) (— sinucos v)) = 0, 
N = {r vvy n) = R ((— cosu cost ;) (— coswcost ;) + (— cosusinu) (— costxsinv )) 
=il cos 2 u. 

答案： Rdu 2 -f Rcos 2 dv 2 . 

b ) 我们有 

r u = (—asinucosVy —asinusinv^ccos u), 

= (—a cos u sin a cos u cos 0), 
r u x r v = ( — ac cos 2 u cos v y —ac cos 2 usinv^—a 2 cos u sin u) , 

r u x t v \ = a cos uyc 2 cos 2 u + a 2 sin 2 u, 

r u x r v 1 ( • • 、 

n = - = , == (—c cos u cos — c cost/sin t;, —asiim)^ 

t u x v c 2 cos 2 u + a 2 sin 2 u 


r u x t v 


v u x y c 2 cos 2 u + a 2 sin 2 u 

r uu = (—acosucosv, —acosusinv, —csinu), 

r uv = (a sinusinv^ —asinucos 0), 


r vv = (—a cos u cos —a cos u sin v y 0), 

譽 , . 1 


〈r ⑽， n 〉 


c 2 cos 2 u + a 2 sin 2 


ac(cos 2 u cos 2 u + cos 2 u sin 2 v 4 - sin 2 u) 


ac 


c 2 cos 2 u + a 2 sin 2 u 


A/ = {t uv ^ n) 


yc 2 cos 2 u + a 2 sin 2 u 

+(—ccostisin v)(—asinw cost;)) 


(—c cosu cos v(a sin u sin u) 
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iV = 〈 r w ， n 〉 


c 2 cos 2 u + a 2 sin 2 u 


((—ccosucosv)(—acosucosv) 


+(—ccosusinv)(—acosusinv)) 


ac cos u 


c 2 cos 2 u + a 2 sin 2 u 


ac 


答案： f — - z{du 2 + cos 2 udv 2 ). 

ye 2 cos 2 u + a 2 sin 2 u 

c ) 我们有 

r u = (—bsinucos v , —bsinusinv^bcos u)^ 


r v 


r u x r v 


^uu 


(—(a -f icos w ) sin ?;, (a + b cos u ) cosv ^ 0)， 
v v = b(a + 6 cos u ) (— cos u cos — cos u sin — sint /)， 

r u xr v = 6( a +6 cosw )， n = Tu X Tv , = (— cos u cos v , — 

|r w xr^l 

: (— bcosucosv ^ — bcosusinv ^ —6 sin u ) 1 


(— cos u cos v ， 一 cos u sin w ，一 sin u ) 


r uv = (b sin u sin v^—b sin u cos 0), 

r ^ t ； = (-(a + 6 cosu ) cosu，~(a + 6 cosii ) sint ;，0)， 

L = 〈r 簡 n 〉= 5( cos 2 u cos 2 v + cos 2 u sin 2 v -h sin 2 u ) = 6, 

M = { r uvy n) = — cosucosv ( bsinusinv ) + (— cosusmv )(— bsinucosv ) 
N = { r vv ^ n) = (— cosucosv)(—(a + b cosu ) cost ;) + ( — cosusinu ) 

x(—(a + 6 cosu ) sinv ) = (a + bcosu ) cosu . 

答案： bdu 2 + (a + 6 cosu ) cosudv 2 . 

d ) 我们有 


V u 


sinh — cost;，sinh — sinv , lV 

a a / 


( u u \ 

r v = [—a cosh — sin r，a cosh — cos r ， 0) ， 

\ a a / 

osh — cos v，—a cosh — sin v，a cosh — sinh —) ， 
a a a a/ 


r u x r v = a cosh —a cos 2 v H - sin 2 v -f sinh 2 — 

a V a 


a cosh 2 - , 
a 


r u x 1 ( 

n = K > Tr :| = cosli(u/a) 卜_ 


sin sinh —V 

a / 


^uu 


uv 


^vv 


M 


/ 1 , U 1 ' U • \ 

=( - cosh — cos v ，一 cosh — sm t ;，0 ， 

\a a a a / 

f u u \ 

=( — sinh — sin t;，sinh — cos v , 0 1 ， 

V a a / 

f u u \ 

= 卜 a cosh — cos u ， —a cosh — sin v , 0 J , 

( r uu ， n 〉= - ^ 7 ~ — f - cosh - cos 2 v — cosh — sin 2 v ) 

acosh(u/a) \ a a / 

〈 r _ n 〉 = ((- c —(- 祉 » 


部分习题的答案和解答 


TV = (r vt ； , n) 

_ 1 
cosh(u/a) 


+ (- sin v) ( sinh — cost;)) 


cost; 


a cosh — 


COS V 


十 (— sinv) (-a cosh H sin ) = a 


答案： — du 2 + adv 2 . 

a 


) 我们有 


r u = [a cosu cost?, a cos w sinv, —a sin u + ——— ), 

\ smu/ 

r v = (—a sin u sin a sin u cos 0), 

r u x r v = (a 2 sin 2 u cos v — a 2 cosv 1 a 2 sin 2 usinv — a 2 sinv, a 2 cosu sin u) 


=( 一 a 2 cos 2 u cos u, — a 2 cos 2 usinv^a 2 cosu sin u), 

r u x r v | = a 2 cos u ycos 2 u cos 2 u 4- cos 2 u sin 2 u + sin 2 u = a 2 cosu 

n = - = (— cost/cosu, — cos w sinv, smu), 

r u x r^l 

/ a cosu\ 


( a 、 

r uu = ^ — a sinu cost;, —a sin u sin v, —a cosu - : 

r uv = (—a cosu sin t;, a cosu cos v, 0), 
r ^,； = (—asinucos —a sinu sinu, 0), 




uu 


n) = a cos ti sin u cos 2 v + a cosu sinu sin 2 v — a sinu cosu — 


a cosu smu 
sin 2 u 


—acotw, 


M = (r UVy n) = (— cos u cos u)(—a cos usinv) + (— cos u sin v)a cos u cos v = 
N = (r vv ^ n) = (— cos u cos i;)(—a sin w cost?) + (— cos usinv) (—a sin usinv) 
=a cos tz sinu. 

答案： —a cot udu 2 + a cos u sin udv 2 . 

f ) 我们有 


r u = (cosr ， sint; ， 0 )， r v = (—usmv^ucosv } a) y r u x r v = (asinu ， 一 acosi; ， u) 
| ruXru |_.A .2 ■ ^2 — r « xr - _ (asin^-acos^u) 


\^U ^ — V ^ — I — ^ - ?r 7 

\r u x r v \ y/v? + a 2 

r uu = (0,0,0), r uv — (-sinv ， cosv ， 0 )， = (—wcosv ，一 wsinv ， 0 )， 


u 2 H- a 2 , n 


uu^ 


n) 


=〈 i \^， n 〉 


iV =〈 r ^， n 〉 


asinv(—sint?) + (—acosv) cosv 

y/u 2 + a 2 

asinv(-ucosv) -h (—acosv)(—usinu) 

\/u 2 + a 2 


+ a 2 


Mci±^ 


—2adudv 
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g ) 用其他变量表 7 K 2 ,我们有 2 = f(x,y), 这里 f(x ， y) 


a 


3 


xy 


. 此时 


/x 


a 


3 


x 2 y’ 


fy 


a 


3 


3 


2 a 3 a 

xy 2 ? xx x 3 y’ xy x 2 y 2 


fyy 


2 a 3 

xy 3 


根据曲面 2 = f(x ， y) 的第二基本形式的公式我们得到 



1 + /J + /# 


\/x 4 y 4 + a 6 x 2 + a 6 y 2 


L 


fxx 


x 2 y 2 

2a s y 


M 


fxy 


xyx A y A + a 6 x 2 + a 6 y 2 

a 3 


N 


+ /x + fy \/ z 4 y 4 + a 6 x 2 + a 6 y 2 

fyy _ 


2a s x 



1 + / 2 + /2 yy/x A y^+cfix 2 + a 6 y 2 


答案: 


: 2 a ^(-dx 2 + dxdy + -dy 2 \ 

\A ； 4 y 4 + a 6 x 2 + a 6 y 2 乂 $ y / 

6.4. a) r u = (a/，〆 cosp ， ^sinp) ， r# = (0, —psin(/?, pcosc^). 这里 

对于 u 求导数.第一基本形式的矩阵是 

(X') 2 + (p f ) 2 0 

0 p 2 


”表示 


r u x = ( p〆 ，- px ’ cosp ，- px ’ sinp )， |r u x r^| = py{x , ) 2 + (//) 2 , 
r u x r^, ( 〆 ， —x , cos p ， —x f sin p ) 


n 


v u x 


vV) 2 + W) 2 

r uu = {x H , p f, cos (f, p" sin v?), r U(p = (0, -p f sixnp 1 p , cos if), 

xV - x f p ff 


r 




( 0 , ~pcos(f, -psin (f), L = {r uui n) 


v(^) 2 + (pO 2 


A/ = n) = 0 ? N — , n) 


px 


W) 2 + (〆) 2 


第二基本形式： ( jC 二 
b ) 求旋转曲面的高斯 曲率： 


K 


LN — M 2 P x f (x f, p ，一 x f p n ) x f (x ff p f - x f p ,f ) 


EG-F 2 〆 (( x /)2 + (p/)2)2 P ((^)2 + (p/)2) 

d 2 p 


2 • 


经线凸侧的朝向由表达式 g 的符号确定.按照隐函数导数公式计算这个导数 


我们得到 
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d 2 p d (dp 、 d /p f \du p // x / — p f x ,f 1 _ p ,f x f — p , x n 

dx 2 dx\dx) du\x 1 / dx (x ; ) 2 x 1 (a/) 3 

比较所得到的公式和对于 k 的公式，我们求得 k =- 〒 尝.由 

此我们得到当^ < 0时，即当经线的凸侧背向旋转轴时，^>0；当凸侧朝向 
旋转轴时， K < 0 - 如果经线有拐点，或正交于旋转轴 （/ = 0)，则 ^ = 0. 

C) 设 p ( u ) = U , 

x{u) = ±(aln a + — — cfl — : 2 ) ， a > 0. 

此时 〆 = 1， p " = 0， 




H 


EN + GL-2FM 
EG — F 2 


px* (Or’) 2 + (p’) 2 ) +p 2 (x 〃 〆- x f p ,f ) 

/ > M ( 工 ') 2 + ( p ') 2 ) 3/2 


x l {{x l )^{p l f) + p{x ff p f -x f p ft ) 
p{{x f Y + (p0 2 ) 3/2 


e ) 我们来求当 x = W 时的方程 H = 0 的解.把: r 的表达式代入到丑的公式 

内，就得到 K = :冗')- 2) 《’ .从条件 if = 0我们得到方程 p " P -( p ，) 2 -1 = 0. 

因为 P > 0,故 〆 ' > 0. 在对于方程求导数后得到 〆〃 p + p〃〆 - 2 p tf p f = 0. 由此 
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jn n t 

得到 〆 〃 p 一 p 〃 p = 0, ‘ = (\np f, y = (lnpy. 这样一来，问题就简化为解微 

p P 

分方程 P" = 其中 C = fc 2 > 0, fc > 0 是某个常数.我们所得到的微分方程 
的一般解有形式 

p{u) = A cosh ku-^B sinh ku. 

把这个解代人到原来的方程并且合并同类项得到系数满足的条件 

1 二 p"p — (p’) 2 = k 2 ((A 2 — B 2 ) cosh 2 ku + (B 2 — A 2 ) sinh 2 ku), 


由此得到 k 2 {A 2 -B 2 ) = l. 由于对于所有 w 有 p{u) > 0, 故 4 > 0_ 此时 A 和 B 
表示成形式 


A = — cosh fcuo, B 
k 


sinh kuo ； 


p(u) = — (cosh kuo cosh ku — sinh kuo sirxhfcu) = — cosh(A:(u — uo)) - 
k k 

这样一来，当 a: = u 时方程 H = 0 的解是 函数 〆 u) = $ cosh (k(u — u 0 )), 其中 
A: > 0, 而 wq 是任意的 . 

6.7. 在这个习题中用 m 表示曲面的法向量 . 设 v, II ， b 是给定曲线的弗雷 
内标架.此时 r 5 = v + kun, v u = v. 第一基本形式的矩阵是 


1 + k 2 u 2 1 


( 1+ ； 


r s x r u = kun x v = —kuh 1 |r 5 x r u = ku^ m = ，沒 X r ' = —1 

\r s x r u | 

= fcn + k s un + ku(—kv + xb) = —k 2 u\ + (1 + k s u)n H- ukxb 

^ 8 u ~ 左 n ， r 以乜 = 0， 

L = {r ss ? m〉 = _ ku%, 1S/L = 〈 r^u ， m〉 = 0 ， N = (r^tx > m〉 = ()• 

由此得到 

r / LN-M 2 ^ 

X= ^G-^ = 0, 


H 


EN 十 GL- 2FM 
EG- F 2 


—kux 
k 2 u 2 H- 1 - 


ku 


6.8. 由方程 z =/Or ， y ) 定义的曲面可以由形式如 


r(x ， y) = r(x ， y ， /(x ， y)) ， r x = (1,0,/ x ), r y = (0 ， l，/ y ) 
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的参数方程给定.第一基本形式的矩阵有形式 

I= A + /J Uy 
~ \ Uy 1 + 4 2 


1 *工 X ry = ( — /i ， 一 /y ， 1 )， \^x ^ Ty| 


+ /x 2 +/ y 2 , 


T x X Ty 
T x X Ty 


l+/x 2 + / y 2 


(—/x ， _ /y ， 1 )， 


r XX — (0,0,/n )， T X y = (0, 0 T /xy), Vyy = (C 

L = {r xx ,n) = f xx M = {r xy ,n) 

\/l+/J+/ y 2 


(0, 0, fyy )、 


fxy _ 

+ /x 2 + / y 2 


N = (r yy , n) 


yy 


+ / x 2 +/ y 2 


第二基本形式有形式 


II 


1 (fxx fxy 

+ /；? + /《 


K 


detll 
det I 


LN - M 2 
EG-F 2 


fxxfyy — fxy 

(T+7^ +/ y 2 ) 2 ’ 


丑 =tr(II •: r 1 ) 


EN + GL- 2FM 
EG - F 2 


(1 + fx)fyy + (1 + fy)fxx - ^fxfyfxy 


(1 + /, 2 + / y 2 ) 3/2 


6.9 . 设 F z # 0. 此时根据隐函数定理，在某个邻域内曲面可以有方程 2 : 
f(x,y) 给出，并且 z x = f x = — ^ ， z y = f y = 我们求函数/的二阶导数 


fx = - z y 


fy 


fxx 


d_ 

dx 


(^) = -- 


+ Fxz 艺 X 

~y z 


F X {F XZ + F zz z x ) 


fxy 


fy 


F xx -F xz {F x /F z ) F x (F xz -F zz (F x /F z )) 

y z n 

F XX F 2 Z - 2F XZ F X F Z + F zz Fl 


n ， 

F xy F 】 —F xz F y F z — F yz F x F z F zz F x F y 

f! 1 

F yy F 2 z - 2F yz F y F z + F zz Fl 

n * 


利用习题 6.8 求高斯曲率和平均曲率的 结果 : 


fxxfyy ~ fxy 


(l+A 2 +/ y 2 ) 2 


m 


(1 + fx)fyy + (1 + fy)fxx ~ fxfyfxy 


(i + /, 2 + 4 2 ) 3/2 
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1 + € + / 卜把 + 巧 2 +0 )/矻 


fxxfyy 


fly 


= ★ (i F ^ F z - ^F xz F x F z + F xz Fl){F yy F 2 z - 2F yz F y F z + F ZZ F^) 
— [F xy F; — F xz F y F z — F yz F x F z + F zz F x F y ) 2 ) 


~ {i^xxFyyF^ + 4 ： F xz Fy Z F x FyF^ + F^F^Fy — 2 F xx F yz F y F^ 

— ^FxzFyyF x F^ 4 - F xx F zz FyF^ + F yy F zz F^F^ — 2F XZ F ZZ F T Fy F z 

- 2F yz F zz FlF y F z ) - {Fl y F^ + F x 2 z F y 2 F z 2 + F^ Z F^ -f F^F 冗 

— 2F xy F xz F y F^ — 2F xy F yz F x F^ 4 - 2F xy F zz F^Fy 
-2F xz F zz F x FjF z — 2F yz F zz FlF y F z + 2F xz F yz F x F y F^)) 


— (F xx F yy F^ F xx F zz Fl 4 - F yy F zz 砣 —- - 


+ ^F xz F yz F x Fy + 2F xy F xz F y F z + 2F xy F xz F x F z 


^F XX Fy Z FyF Z — 2F xz F yy F x F z — 2F X y F zz F x Fy ) 


n 


Fxx Fxy Fxz 

F X y Fyy Fy Z Fy 

F xz Fy Z F zz F Z 
F x Fy F z 0 


由此得到 


K 


Fxx ^xy Fxz 
Fxy Fyy Fy Z Fy 

F xz F yz F zz F z 

Fx Fy F z 0 


设仄 > o 


(1 + fx)fyy + (1 + fy)fxx — fxfyfxy 

= -_((€ + mW/yK - 2F yz F y F z + F zz Fl) 

(F y 2 + Fl){F xx Fl - 2F XZ F X F Z + F ZZ F^) 

-2F X Fy 、 F X yF】- F XZ FyF Z — F yz F x F z -f F zz F X Fy)) 

(F yy FW — 2F yz F^F y F z + F ZZ F^ 
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+ F xx FlFl - 2F XZ F X F^F Z + F ZZ F 冗 
+ {F xx + F yy )F^ - 2(F XZ F X + F yz Fy)F^ 2 + F zz {Fl + Fl)F 2 z 
^2{F xv F x F y Fl - F XZ F X F^F Z - F yz F^F y F z + F ZZ F^)) 

~ ^3 {{ F yy + F zz)Fl + (F xx + F zz )Fy + {F xx + F yy )F 】 

—2F X yF x Fy — 2F XZ F X F Z — 2Fy Z F y F z ) 

-jl ((F xx -hF yy + F ZZ )(F^ + F^) - {F xx Fl + F yy F^ 

+ 2F xy F x F y + 2F XZ F X F Z + 2F yz F y F z )), 

F xx + F'yy + Fzz 

FI + F2 

^cx-Fx + FyyFg ~h F ZZ F^ + 2F xy F x F y H- 2F XZ F X F Z + 2F yz F y F z 


(F2 + F2 + F2) 3 / 


2 


平均曲率还可以写成形式 


H 


H(gradF, grad F) 


trH 


gradF 


3 


|gradF| 


其中 grad F = (F x ,F y ， F z ) 是函数 F 的梯度，而 H 既表示二阶导数的矩阵（海 
色矩阵 ) ，也表示它所对 • 应 的二次型 . 如果 < 0 ,则丑的表达式只不过是改变 
符号 . 


r 以 


6.10 . 我们有 

_ / ucosv usinv a 

(•v/w 2 + a 2 ’ y/v? + a 2 ’ \fu 2 + a 2 
r v = (—y/u 2 -f a 2 sint;, y/u 2 -f- a 2 cost; ， 0 )， 

r u x r v = (—acosv, -asinv.u), [r^ x r v | = \Ju 2 4 - a 2 , 
r u x r tl (—acosv, —asinv.u) 


n 


IV x iv 


^uu 


a 2 cos t 


yju 2 -f 
a 2 sin v 






(- 


( 以 2 + a 2 ) 3 / 2 ’ (tx 2 + a 2 ) 3 / 2 ’ （ u 2 + a 2 ) 3 / 2 

u sinv u cos v 


y/u 2 + a 2 ’ y/u 2 + a 2 ’ 


0 


(— cos vy/u 2 + a 2 、 — sin v\Ju 2 -f- a 2 } 0 )， 

_ —a cos va 2 cos v + (—a sin v)a 2 sinv -h u(—au) 


L — {t uu1 n) 
iVT = n 〉 


a 


(u 2 + a 2 ) 2 

—acosu(—usinv) + (-asinv)ucosv 

u 2 + a 2 


v? + a 2 


0 
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步 2 


N = (T VVy n) = —acos v (— cos v) -f- (—asinv) (— sinv) = a. 

答案： —— i—- ~ iydu 2 + adv 2 . 

u 1 4- 

6 _11. 过渡到柱坐标 x = ucosv ^ y = usint ?, 2 ： = l 此时 


. 此时曲面方程可写成 


x = u cos v, y = u sin 2 = 0 axctan ― = av. 

x 

这样一来，曲面本身表示的是正螺旋面 . 利用习题 6.1 的结果，我们得到 

r = (u cos v^usmv^av)y r u = (cost; ， siru; ， 0 )， r v = {—u sin v 7 u cos a) 


0 ， G = a 2 -h u 2 , 


M 


%i 2 


N 


于是 


K 


LN - M 2 
EG- F 2 


(u 2 4 - a 2 ) 2 ’ 


H 


EN + GL - 2FM 
EG-F 2 


主曲率 A 1}2 是方程 X 2 -HX + K = 0 的根 . 因为丑 = 0 ,故 


A!,2 = ±yJ-K 


丑 1，2 = 


u 2 -h a 2 


tt 2 + a 2 ’ 

( x 2 + ?/ 2 + a 2 


Ai 


答案:负 


x 2 -hy 2 -h a 2 


> R 2 


x 2 + y 2 + a 2 


6 . 12 . 我们有 

r(u ， v) = (cos v — usinv^ sinv + ucosi^u + u), 

r u = (— sini; ， cost; ， 1 )， r v = (—ucosv — sin”, —usinv -f cost;, 1) 

E = {t u ,t u ) — 2, F = (r u ,r v ) = 2 ， G = = 2 + w 2 ， 

t u x r v ~ {usinv, —ucosv^u)^ |r^ x r^| = V2u, 
r u x r v 1 / , 1X 

r uu = (0,0,0), t uv = (-cost?,-sin v,0), 
iV^ = (u sin v — cost; ，一 ucosv ~ sint;, 0 )， 


(sinv, — cost;, 1 )， 


(r uu , n) = 0, 

LN-M 2 
Yg: F 2 : 


乙二， n〉 = 0 ， Af — 〈 ftiD ， n) = 0， iV = 〈 r vt ； ， n〉= 

LN-M 2 ^ TT EN + GL — 2FM ^2u 

瓦：？ = °， H== ~~EG - ~~ 二 2(2+ u 2 )-4 

曲率 A lf2 是方程 X 2 ~HX^K^0 的根，故 


H 


\/2u 


A 2 ~v^ A=0, st =A i=0 ’ 


R2 


入 2 


yfiu 
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答案 : 


Ri 1 R 2 
6.13 . 我们有 


\plu 


(u cosv,usmv,u^ v), r u = (cos v, sin v, 1), r v = (-usinv.ucosv, 1) 


E = (r w ,r u ) 


(r u ,r v ) 


〈 IV ， l\j 〉 = 1 + 


r n x r v = (sin v — ucosv. — cost; — usinv } u) y |r u x r v 
r” x r„ 1 




r u x r v 

r u x rd 


1 + 2u 2 


(sin v — u cos v，~ cos v — u sinv y u) 


Tun = (0,0,0 )， r uv = (-sint; ， cosv ， 0 )， = (-ucosv, -usinv^O) 


{r U u, n) 


M = {r uv , n) 


l+2u 2 


^ = 〈 ^tn ；， n 〉 


Y+2u 2 


K 


H 


LN-M 2 1 

^G-F 2 = _ (l+2w 2 ) 2 ’ 

EN + GL — 2FM 2u 2 + 2 
EG-F 2 = (l + 2u 2 ) 3 / 2 


2(1 + u 2 ) 
(l"+2n 2 ) 3 / 2# 


H 


2(1+ u 2 ) 

(l + 2w 2 ) 3 / 2 . 


口 未.— (1 + 2 W )2, h — (1 + 2 u 2)3/2- 

6.14. 我们有 

r = (3w + 3uv 2 — u 3 , v 3 — 3v - 3u 2 v, 3(u 2 - t ; 2 ))， 
r u = (3 H- 3v 2 - 3u 2 , —6uv,6u), r v = (6uv,3v 3 — 3u 2 - 3, -6u), 
E = (r u ,r u ) = 9((1 -ft; 2 - u 2 ) 2 + 4u 2 v 2 -f 4u 2 ) = 9(u 2 -hv 2 -t- l) 2 
F = = 9((1 - u 2 + v 2 )2uv + (~2uv)(v 2 — u 2 — 1) — Auv) 


G 


9 > ^ ， 聲 

{rv,r v ) — 9(4u 2 v 2 + (u 2 - u 2 + l) 2 + 4u 2 ) = 9(u 2 + t; 2 + l ) 2 ， 

r v = 9(2u(u 2 + v 2 + 1), 2v(u 2 -\-v 2 -\- 1), (u 2 -hv 2 - l)(u 2 -h v 2 -h 1)), 

I — 丄 m2 丄 i 


r u x t v \ = 9! 

r u x r v 

n - - 

r u x r v 


9(u 2 + v 2 + 1) 
„ 1 




UU 


- 6 , 


K 


H 


=(-6u ， -6v, 6), r uv = (6v, -6u,0), r vv = (6u, 6v, -6 )， 

u « 2u(-n) + 2v(-v) + (u 2 + v 2 - 1) * 1 ^ 

(r ⑽， n 〉= 6 〜沪 + 1 - - 6 ， 

, 、 G 2uv + 2v(—u) ^ 

〈 r uv ， n〉= 6 • 2 ^/ =0 ， 

u z + l 

/ r n x .... a 2uu + 2 W + (u 2 + t； 2 —1)(—1) p 

卜， n ) _ 6 - = 6 ， 

LN-M 2 36 4 

^G-F 2 = ~81(u 2 + v 2 + l)4 = — 石 ( u 2 + v 2 + 1 )4, 

EN + GL — 2FM ( 以 2 + 沪 + 1) 2 ( — 6) + ( 以 2 + + l) 2 ,6 

EG — F 2 81(u 2 + u 2 + l) 4 


^ — (r UVJ n) = 6 - 

N = 〈 r^j,!!〉= 6 . 
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答案 ： K 


9(u 2 + ” 2 + I) 4 


H 


6.17. HII - KI . 见习题 6.22 的解答 . 

6.20. 利用曲面的高斯曲率用坐标 (u y s) 表示的显式公式，其中 u 是沿直母 
线的坐标，而 S 是曲线上的自然参数，直线沿该曲线滑动 . 

6.21. 正螺旋面的参数方程有形式 :r = ucosv，y = usinv, z = av . 这时有 
r(u, v) = (ucosv y usinv^av) } r u = (cosi; ， sinw ， 0 )， = (—usinv^ucosv^ a), 


a 2 + u 2 


r u x r v = (asinv, —acost;,u )， |r u x r^l = y/u 2 + a 2 , 
r u x r v (asint;, —acost;,w) 
n |r u x rd - y/u 2 + a 2 ’ 

t uu = (0,0,0 )， r uv = (—sint; ， cost; ， 0 )， r vv = (—ucosv ，一 usiriv ， 0) 
L = (r uu , n) — 0, 

_ . 、 a sin i; (— sinz;) + (—acosv) cosv a 

M = 〈 r _ n 〉= 


A/ = (Tuy , n) 


N 


asinv(-ucosv) + (—acosv)(—usinv) ^ 
{r - n) = -- = 0 - 


由此得到丑 = 

6.22 . 我们有 


EN + GL- 2FM 
EG-F 2 


Pu = Pv = "f" an 。， 

E * = (PuiPu) = ( r uj r u ) + 2 a ( r u , n u ) + a 2 ( n u , n u ) = E — 2 aL + a 2 ( n u , n u ). 

类似地， 

F = {Pu i pv 、二 F — (n u , n.u), 

G * = {Pv.Pv) = G - 2 aN + a 2 { n v , n v ). 

为了进一步的计算，我们需要 n u 和 w 的显式表达式.现在就来求它们.由 
n | = 1 得 n u ± n ， n v ln . 于是 


~L = — {n, r uu ) 

— ~ — 〈 II ， r uv 〉 


br u 4 - ct Vj n v = dr u + eiv, 

(n u , r u ) = b(r u , r u ) + c(r v , r u ) =bE- {- cF ， 
(n u ,r v ) = b(r u: r v ) + c{r v ,r v ) = 6F + cG, 


㈡ =<:) 


其中 I 


E F 
FG 


是第一基本形式的矩阵， 


CH — 1 ⑵， 
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其中类似地 


0 


I 


i:). 


于是 


<n u ,n u ) = (6 ， c)I(:)= (^M)!- 1 !!- 1 ^ 


(L ， M)I 


1 ⑵ 


EM 2 - 2FLM + GL 2 


EG-F 2 


• (n u ,n v )=(L,M)l 


i：) 


EMN — FLN — FM 2 + GLM 

EG- F 2 


(n v ,n v ) = (M,N)l^ 


i：) 


EN 2 - 2FM7V + GM 2 


EG~F F 


另 一 方面， 

(n u , n u ) 


〈 n u , n^i 〉 


〈 n v ， n ^〉 


EM 2 - 2FLM- {- GL 2 
EG - F 2 

GL 2 + ELN- 2FLM + EM 2 - ELN 


EG-F 2 

L(GL + EN - 2FM) - E(LN — M 2 ) 

EG-F 2 

EMN - FLN — FM 2 + GLM 

EG - F 2 

M(GL + EN — 2FM) - F(LN - M 2 ) 


EG-F 2 
EN 2 - 2FMN 七 GM 2 


EG-F 2 

N(GL + EN — 2FM)- G(LN - M 2 ) 


LH - EK 


MH- FK 


EG-F 2 


NH - GK. 


这里的结果与习题 6.17 相对应 


因此， 


E* - (p u , p u )=E- 2aL + a 2 (LH- EK) 

=(1 — a 2 K)E- {- a(aH — 2)L, 

F* = (pu^Pv) = F- 2aM + a 2 (MH - FK) 
=(1 - a 2 K)F + a(aH - 2)M, 
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G* = (p Vi p v ) =G-2aN + a 2 {NH -GK) 

= (1 - a 2 K)G + a{aH- 2)N. 

因为向量 r u ,r v ,n u ,n v 正交于向量 n ， 所以 p u ,p v 正交于 n 和 n* = n. 


L = 〈 /3 UU ， n〉 = (r-tiu, n) ~h ， n〉 — L _ n u 〉 
=L - a(LH- EK ) 二 aKE + (1 — aH)L, 

A/" — {puv ? ^-) ~ 〈扩⑽， n 〉 _ fl 〈 n u ， Hi；) 

=M - a{MH - FK) = aKF + (1 - aH)M, 

iV = {pw ) = (r uv , n) — d(ii v , n v ) 

=N — a(NH - GK) = aKG + (1 - aH)N. 


答案： E* = (1 - a 2 K)E + a{aH- 2)L, 

F* = (1 - a 2 K)F + a{aH- 2)M, G* = (1 - a 2 K)G^ a{aH — 2)N. 

L* = aKE^r{l-aH)L, M* = aKF + [1 —aH)M, N* = aKG(l - aH)N. 

T * AT* _ 7LT*2 

6.24. 如所周知， = 五一尸 2 ■ 把习题 6.22 得到的五 * ， F%G'L* ， 7VT ， 

TV* 的显式表示代人这个公式，并且进行初等计算，我们得到答案 


l-aH + a 2 K 


6.25. 如所周知 , iT = N *^% L 1 厂 ’ . 把习题 6.22 得到的五 *, 尸， 

G\L\M\N^ 的显式表示代入这个公式，并且进行初等计算，我们得到答案 

H- 2aK 
1 — aH + a 2 K' 

6.26. a ) 设平行曲面 S 和 由方程 r = r(u, v ) 和 r* = r(w, r)+ an(u, r ) 给 

定 . 依照习题 6.24 和 6.25, 我们有 丄 — 丄 化 ， 『二 J a —d K . 
由此得到 

IT 2 - 4K* (H - 2aK) 2 - AK(l - aH + a 2 K) 

~~ = lO 

H 2 — AaKH + Aa 2 K 2 - 4(K - aKH + a 2 K 2 ) H 2 - 4K 

= lO = ~ IO ~' 


b) 极小曲面由方程 /T = 0 给定 . 按照习题 6.25, 有 H 


本 


H-2aK 


由此看岀方程 ir = 0 等价于等式 2a 
方程 


p(u,v) = r(u,v) + —n(u,v) 


1 —a 孖 + a 2 /T 

好 / 尺满足 . 因为曲率的比值是常数，由 


H 
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给定的 曲面义 将是极小曲面. 
C) 按照习题6.25,我们有 


K 


K 


K 


K 


- aH^r a 2 K 1 一 H/H 七 K / H 2 K / H 2 


H 2 = const 


d ) 按照习题6.25,我们有 


H 



H -2 aK 
1 -aH + a 2 K = 


H -2 y/K 

i-h/Vk^k/(Vk ) 2 


Vk 


const . 


答案： 丑* = -很 

6.27. 提示按照习题6.26,对于平行曲面，关系 


H 2 -AK - 4 K m 

~~~ = ~~ 


成立.我们指出，点是脐点，当且仅当在该点 H 2 -4 K = 0. 由此显然推出结论. 

6.28. 这是人们所知道的博内定理.这里利用习题 6.26 的结果写出一个简单 


的证明.给定曲面的度量用等温坐标给出.在曲面的法线上放置长度为 a = 1/好 
的线段.此时对于平行曲面我们有不等式 


EG-F 



K 2 A a 


> 0, 

9 


五 + G =(1 -篕)八 2 >0, 


其中 A 是度量的仿射因子.我们得到带常高斯曲率的正则曲面.如所周知，这样 
的曲面是球面.我们指岀，如果曲面不是闭的，它可能等距于球面的某一部分，但 
是不能通过在周围空间内的运动与它重合.问题在于，例如，球面的部分允许非 


平凡弯曲. 


6.29. 我们提醒，如果 Ai 和 A 2 是曲面的主曲率，而 H = At + A 2 , K = 
AM 2 ，则\是方程 A 2 - //A + K = 0的根.因为\是实数，方程的判别式 
D = H 2 - AK ^0. 等式孖 2 = 4尺 （ 即 D = 0) 等价于等式 A ! = A 2 . 于是，在脐 
点，即= A 2 的点（参见图 117), 平均曲率的平方等于四倍的高斯曲率. 

6.30. 根据熟知的公式 H = tr ( II - 1' 1 ),其中 I 是第一基本形式，而迹是对于 
对应矩阵的乘积取的.于是平均曲率等于算子 A 的迹, A 是典范地相对于由形式 
I 给定的度量与形式 II 匹配.算子 A 和形式 II 以关系 II ( eij e 2 ) =〈 A ei , e 2 > 相 
联系，这里的数量积<•，•〉是由对称矩阵 I 给定的.算子的迹在任意正交基 e 1} e 2 
中按照公式 tr A = ( Aei , ei ) + ( Ae 2 , e 2 } 计算.于是 


H = (Ae^ej) + (Ae 2 ,e 2 ) = II (ei,ei) +11 (e 2 ,e 2 ), 

这就是要证明的. 

6. 3 3.设 v ⑷是曲线7的切向量，而 n ⑷是曲线7的单位主法向量（参见 

上 _ t /jyr 

图 118). 于是7 = fcn ， \ = & 〈 n , ni 〉， 其中叫是的单位法向量，并且 v 丄 n . 
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因为 v 是曲面 Mi 和 M 2 的切向量，故 v _ Lni , v 丄 n 2 . 因此 ni , n 2 , n 位于同一个 
平面. 

1) ^ = 0. 此时 ni = 112 ， Ai =〜，并且 

入？ + 入 € — 2AiA 2 cos^ = (Ai — 、) 2 = 0 = A : 2 sin 2 6. 

2) 6 = it , 此时叱 = : - n 2 , Ai = - A 2? 并且得到等式 0 = 0. 

3) 0 < ^ < 7 T , 此时 ni 和 n 2 组成正交于 v 的空间的正交基，并且 n = 
ani + 6 n 2* 因此 

Ai = fca { ni , ni ) 4- fc 6( n 2T ni ) = ka-\- kb cos 6, 

A 2 = fca ( ni , n 2 ) + kb(n 2 , n 2 ) = ka cos 9 + kb, 

H- — 2AxA2 cos 6 = (ka + kb cos 6) 2 + (ka cos 6 -f- kb) 2 

— 2{ka -h kb cos 0) (ka cos 0 + kb) cos 沒 

= k 2 (a 2 (l + cos 2 0 — 2 cos 2 6) + 2ab(2 cosO 

— (1 + cos 2 0) cos 6) + 6 2 (1 + cos 2 0 — 2 cos 2 9)) 

=k 2 sin 2 9{a 2 + 2ab cos 9 ~{~b 2 ) = k 2 sin 2 沒， 

迭是因为 1 = ( n , n ) = (ani + 6 n 2 ,ani + bn 2 ) = a 2 + 2ab cos 6 + b 2 . 

6.41. 提示认为曲面的度量有形式如 2 + Gdv 2 、 用高斯曲率瓦表示 G . 

6.42. 考察下列旋转 曲面： 

x = r cos 9 ?， y = r sin 


z ^\\ arctan 1 H : 2r — V:(C + 2 r )(l + 2C + 2r)). 

对于这个曲面， K =-, ds 2 = 由此看出当改变数 C 时， 

r C + 2r 

我们就得到在对应点带同样高斯曲率的两两不等距的曲面的单参数族. 
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6.49. 指出，曲面的每个点都是平点 . S 卩，在每个点两个主曲率都是零. 


7.1. 作为图卡可以取集合 fc = 0,..., n ， 它们通过不等式如下给定 
[/+ = { Xk > 0}, Uf ； = { x k < 0}. 作为在咬内定义的坐标函数随之取除: Cfc 之 
外的所有笛卡儿坐标.最小的图册含有两个图卡. 

7.2. 利用 r 2 同胚于乘积 S 1 x S 1 , 就归结为前一个习题当 n = 1时的情形. 

7.3. 射影空间 RP n 是数组 (x 0 ： XI : : x n ) 的等价类的集合，其中 

X , ge , 而等价关系以方式 


(xo : Xi : X n ) 〜(入 : To : Axi : Xx n ) 

给定，其中 A e M ， A ^ o . 我们在 RP n 上引进实解析结构.为此用 （n + 1) 个图 
卡的集合覆盖 RP 71 . 考察数组其中的而/ 0. 这样的数组的 
集合自然地与 IET 等同，相应的等同映射正是 


( X 。： 工1 







容易看出，这个对应是完全确定的.留下的任务是考察从第 i 个图卡到第 j 个图 
卡的过渡函数.设是第 i 个图卡中的数组 ( xo ：^:---^,) 的第 fc 个坐标， 
而是第 j 个图卡中的第 Z 个坐标（为明确计，设 i < j ). 此时 



X 


U ) 





= 



= 


r ( i ) 

X j+2 

zur 




u ) 

t+i 




r ( i ) 

丄 n 

ZUY 

x i+l 


,( i ) 

i+1 


X 


U ) 

i+l 


这样一来，过渡函数不仅是光滑的，而且是实解析的. 

7.4. 参见习题 7.3. 

7.5. a ) 图册由带坐标函数 ( xi ,..., x n ) 的一个图卡组成. 

7.9. 利用局部坐标计算映射的雅可比矩阵. 

7.10. 提示利用复合函数微分法则. 

7.12. 提示秩等于 1. 

7.14. 提示光滑映射的复合是光滑映射. 

7.15. 提示在环面的局部坐标中写出显式表;法向量坐标的公式. 

7.16. 直线的齐次坐标光滑依赖于球面上的局部坐标，而在 RP 2 中的局部 
坐标则通过齐次坐标表示. 
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7.19. 把群 50(2) 的元素表示为平面绕坐标原点旋转某个角.群 0(2) 则同 
胚于0的两个样本的并集. 

7.20. 把群 50(3) 的元素表示为空间绕某个轴旋转某个角. 

7.27 .群 GL ( n , R ) 和 GL ( n ， C ) 分别是所有实和复矩阵的空间内的开集. 

7.34. 当挖去坐标原点时，坐标原点的任意邻域分裂成不少于4个的连通分 
支，它不可能在流形上. 

7.35. a ) 是的； b ) 不是. 

7.37. 提示利用两个矩阵乘积的秩的性质. 

7.38. /: R 1 ^ R \ f ( x ) = x 3 . 

7.41. 坐标函数是流形上的光滑函数的特殊情形. 


7.43. 利用习题 7.8. 


7.51. 参见§21的图 88. 

7.57. a ) 见图119; b ) 参见图120; c ) 参见图121; d ) 参见图121; 

e ) 提示答案依赖于数 p 和 g 的奇偶性.可以仅利用 a ), b ) 和 d ) 各小题的 
曲面. 

7.58. 参见图 122. 



图119 



图120 
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a 121 



图122 


7.59. 考察环面被经过旋转轴的平面切割的切口.设平面 n 垂直于切口平 

面,并且如图所示的那样经过直线 J ° Q . 所求的平面在两侧与 n 的距离为 e . 参 
见图123和 124. 

7.60. 参见图 125. 
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环面 

图123 



S 124 


7.64 • 图 126 和 127 指明了两种答案 . 我们指出，如果曲面不动，仅让曲线 
形变（借助同痕 ) ，则不可以把标记出的一条曲线转换为另一条，因为它们表示曲 
面的基本群的不同的元素： a 和 a • 

T.65. 所求的两种形变指明在图 128 和 129 上 . 跟前一个习题一样，一对曲 

线不可以仅依靠它们的同痕转换到另一对，因为它们组成曲面的基本群的不同 
兀素对： a, 6 和 a, a - b. 

T. 66 . a) 可以，在图 130 上指明了形变 .b) 不可以 . 参见图 131 即可明了 . 
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图129 


pi _ fi — 

21 ~ 2 X ' 22 _ 


A . 

2 A 


， 巧 


云’ r ?2 = r!i = 砮， r !2 


A v 

2 A 


io.i 4 . a) = t \ 2 = r^i = o, r^2 = — sin^cos^, 
v \ 2 = cote . 这里，认为坐标 0 为第一个，而坐标 W 为第二个. 

1 _ \ T-ii ■, 1 2y , 


^22 = ^2! 


b ) T \ 

2 y 


l-\-x 2 -\-y 2 

» r i 2 = Tii = 


， ^ i 2 = ^2! 


1 + x 2 + y 2 


1 + z 2 +y2 , - ! 

为第一个，而坐标 2/ 为第二个. 


2x 

x 2 +y 2 ' > 



，1: 

2 y 


1 + x 2 H- y 2 * 


2x p 2 = 

l + x 2 + y 2 ’ 11 

这里认为坐标 i 


c ) r }, 


2r 


r 3 — r 


r i 2 = r 21 = r 22 = i + r 2 ， r 


0) r ^ 2 = 


r(l + r 2 ) 


, v \ 2 = 0. 这里认为坐标 r 为第一个，而坐标 w 为第二个. 


10.15. a) r\ 2 = r l 21 = — l/y，= l/y ， r! 2 = —i/y，= r^ 2 = r? 2 


r 2 21 = o . 这里认为坐标： r 为第一个，而坐标 y 为第二个. 


b) r\ 

2 y 


2x 

1 — x 2 — y 2 5 
， rHi = 


^12 = ^21 


2 y 

1 — x 2 ~ y 2 


， 1 


2x 

l — x 2 — y 2 


， r ? 


i — X 2 — y 2, ”2 — — 

第一个，而坐标 y 为第二个. 


2x 

I — x 2 — y 2J 


ri 2 


2 y 

1 — x 2 — y 2 


这里认为坐标 x 为 


c) rh 


2r 

1 — r 


> rj 2 = = o, ri 


r 3 + 


， F?1 = 0 ， F?2 = ^21 
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ri 2 = o. 这里认为坐标 r 为第一个，而坐标 P 为第二个， 

10.17. 将认为坐标 u 为第一个，而坐标 t ； 为第二个， rh = 9 二 

(/ r + teO 2 
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r i2 ^ r 21 = ^22 = ~ (J，)l / (g 〒 ， r il = r i2 = r 21 = y » ^22 ^ 

10.18. 将认为坐标 W 为第一个，而坐标 t ； 为第二个 . rh =- 

cosu smu 

^12 = ^21 = 0, y\ 2 = -sin 3 w/cosw ， rh = 0 ， r? 2 = = cotw ， r! 2 = o. 
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10.19. 将认为坐标 u 为第一个，而坐标 t ； 为第二个 .rh = r } 2 = rh 

F?! = F22 — 0 ) ^22 = — sinhucoshu, = r|i = cothw. 

10.20. 将认为坐标 U 为第一个,而坐标 t ; 为第二个 .rh = itanh -, T 2 12 

d d 

r|i == — tanh - ， r } 2 = = F^ x = T22 = 0 ， T22 — —atanh —. 

10.21. 将认为坐标 u 为第一个，而坐标 r 为第二个.度量有形式心 2 


du 2 + (U 2 + h 2 )dv 2 . 克里斯托费尔符号的 值为 ： rh = r ! 2 = rh = 
r 22 = -u, r ? 2 = vh = _ 0 u , 0 . 


⑶， u 2 + h 2- 
10.24. a) 参数曲线是 (9 = 6 * 0 , p 


t . 平行移动方程是 


- sin 0 0 cos = 0 ， +cot = 0 

at at 


方程的一般解是 


1 = —Ci sin^o cos(tcos0 o + C 2 ), = C\ sin(tcos0。 + C 2 ). 


b) 参数曲线是 9 = t,^p 


. 平行移动方程是 


炎 1 n 处 2 ,2 

1 = 0 ’ ~ dt = ~^ cotL 


方程的一般解是 


之1 = Ci 


sint 


C 2 


10.25. 提示参见习题 10.23, 还参见图 132; 或利用前一个习题的结果 



图132 


10.27. 设曲面由函数/的图像旋转生成.此时在起始和结束向量之间的夹 
角 o： 由等式 cos a = cos — y 确定. 

x / TTT ^ 
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10.28. 提示求由讳线的切向量组成的向量场的共变微分. 

10.29. 旋转角等于 27 T / VT + W . 

10.30. a ) 参数曲线 x ( t ) = x 0 ， y ( t ) = t , t € (0,+ oo ). 平行移动方程 

~r - 7 ^= 0 , = 0 . 方程的一般解之 1 = Cit ， 

at t at t 

b ) 参数曲线 a : ⑷ = t ， y ⑴ - yo,te (- 00 ,+ 00 ). 平行移动方程 — C 2 = 

dt yo 

0 , + — C 1 = 0 - 方程的一般解 

dt y 0 




— C \ cos ( - h 

Vyo 


C 2 ). 


10.31. a ) 提示把球面换成圆锥面并且利用习题 10.23 的结果. 
b ) 把曲面换成圆柱面 . C ) 利用前两小题的结果. 

10.36. 7 T -h S = Ck . 

10.37. 7r — jS = a. 


11.7. 根据默尼耶 ( Meusnier ) 定理，曲线 7 在某个点的曲率半径丑等于测 
地曲率半径 = l/k g 在曲线 7 的密切平面上的投影，即 R = \ R g cosO \. 单位 
向量 e = v x m 在曲面的切平面上并且正交于曲线 7 ,向量 n 是曲线 7 的单位 
主法向量.由此得到 | cos0 | = |( e , n )|, 因此， 

k g = Ar | cos ^| = Ar|{e,n)| = |{e, v)| = |{v x m, v)| = |{m x r,r)|. 

11.16. 假设直母线平行于 Oz 轴.这时曲面的方程可以取形式 

r(w,v) = /(w)ei 4- (f(u)e 2 + ve 3 , 


其中 u 是准线的自然参数.我们要找形如 


V = v(u) 



的测地线方程.此时， 


m = [r u x r v ] = ^ei - /’e 2 ， 
dr = (/’ei + <p f e2 + v'e^du^ 
d 2 r = (/ /7 ei + p"e2 + v f, e^)du 2 . 
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确定测地线的方程有形式（参见习题 11.8) 


0 


或 


(^ 2 + / ,2 K - W， + / W = 0, 


而 #’ 2 + f 2 = 1，由此 


<pV f +fr = l(w 2 y = o. 


于是= 0，即 V == CiU + C2. 测地线族的向量方程有形式 


p ( u ) = /( w)ei + ( f { u ) e 2 + (ciu + c 2 ) e 3 - 


我们注意到 


cos ^ = cos ( p ^ e3 ) = ci/y 1 + c \. 


因此，我们求得的测地线是广义的螺旋线.此外，直母线是测地线.上面求得的测 
地线族之所以不包含它们，是因为直母线的方程不具有 （*) 中的形式. 

11.18. 测地线方程有形式 


十) 


C cos v 


C sin v 


C 


sin((Ci ± v )/\/2) sin((Ci ± v )/ y /2) 9 sin((Ci 土 v )/ y /2) 


11.19. 考察形式为 r ( u , v ) 


up ( v ) 的锥面的参数方程，我们认为 | p | 

C h 


1 , \ p l \ = 1- 此时测地线方程有形式 r ( r ) . 、 

sin ( c 7 — V) 

11 .20. 证明从考察圆锥面的展开面得到.在展开面上测地线是直线段.圆 

锥面上的闭测地线有图65所显示的形式.在自相交点，测地线与自身的交角异 

于0和 7 T . 这个角仅依赖于圆锥面的顶角. 

^ f Cdu 

11 .22, v = C \ + 



y /( u 2 + h 2 )( u 2 + h 2 - C 2 ) 

11.23. 将认为沿测地线〃是 u 的函数.克里斯托费尔符号有形式（参见习 
题 10.13) 





11 


2 (p + V 0’ 


r 


12 


r^i = 






^22 


^Pu 


2 (p + V 0 


r ?! 




20 + 矽)’ 


■ p 2 * p 2 

1 12 = A 21 = 




2 (p + V 0’ 





22 


2 ( v ? + i >) 


7 w 〆 

^ / r 
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由此得到测地线方程 


2(^ + ^) 


d 2 v 

du 2 


dv 


dip dv 
du du 


d%l) f dv\ 2 


/av\ z 

U ， 


dv \du 


0 


dcp 2^ dtp /dv\ 2 

du dv du du\duJ 


dv 


第二个方程乘以^并且与第一个方程相加，我们得到 

du 


2(^ + 


d 2 v 

du 2 


dip 

dv 


dip dv dip /dv\ 2 
du du dv \du) 


dip /dv\ 
du \du) 


3 


容易看出，这个条件等价于等式 


d — <p(dv/du) 
du \ 1 -i- (dv/du) 2 

积分这个等式，我们就得到所求的方程. 


2 


0 . 


11-26. tp + 2 


P(T) p(r) 


0. 


11.29. 提示利用克莱罗 (Clairaut) 定理. 

11.35. a) a/(a 2 + h 2 )\ b) 0. 

11.36. 

>/2 cosh^ v 

11.37. 测地曲率等于 1. 

11.40. 经线的测地曲率等于 0, 而纬线的测地曲率等于 


m 


/ ⑻ v 「+/ /2 ㈦ . 


11.41. 曲线 


const 的测地曲率等于 


dy/E 


VEG dv 


，而曲线 u = const 的测 


地曲率等于 


1 dVG 

V§G du 


12.5. R= --AinA. 

A 

12.8. a) r ? 

b)K = ( VG ) uu / Vo . 

12.9. K = ~uj uv /sinoj. 


2 


G u 

2G 


， q 


2 


Gu 

2 


， r!2 


G v 

2G 


13.11. a) 2(z — l)dxAdyAdz; b) yzdx /\dz + xzdy A dz\ c) 6y 2 dxAdyAdz; 
d) 0; e) 0; f) 0; g) df A dg\ h) 0. 
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13.12. 归结为常系数的问题的情形. 
13.22. a) (2rcos 沒 ，一 rsin 沒， 0); 


b) (6r sin 9 + e r cos (p — l,3r cos 9, 


e simp 


); c) ( 


2 cos 沒 sinO 


，0 


(x 1 ， 


r sin^ 厂 ’ \ r 3 r 3 

13.39. 提示考察对于形式 o ; 的二重向量场 X . 指出，存在局部坐标系 
...， x n ), 在这个坐标系中 X = 再在这个坐标系中考察形式 Q 和 a ;. 


14.30. 取空间 Z 2 作为空间 X ， 的元素是满足条件 WI 2 = g |x n | 2 < oo 

n=l 

的实数列 a ： = ( x 1 } x 2 , 取在 X 中的单位球作为空间 A 单位球是满 

足条件 IM| 2 = 1的元素 a : 的集合.在 F 中考察点而的序列 ，化 的第 i 个位 
置放置1，而其余位置放置 0. 这个无穷序列没有极限点，因为对于任意不同的 
hj, W^i - Xj\\ = y /2. Hilt, Y 不是紧致的. 

14.44. 未必，如果紧致拓扑度量空间连通，它未必是道路连通的.熟知的例 
子是平面 ( x ， y ) 上由 




}u{(t = 


0 ，一 l<yO)} 


给定的点的集合. 

14.57. 参见图133给出的例子. 



5 133 


15.18. a) 向量场 grad (Re 2 ： n ) 的积分轨线是共辄函数 lmz n = r n sinny? 的 
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等位线.场 grad (Re ，） 的唯一的奇点是^ = 0, 因为仅在这个点 f { z ) = 0. 点 
z = 0 是退化鞍点.参见图 134. 




grad Im( 2 -n )，n > 0 

(n = 3) 

重极点 



(n = 3) 
重零点 


S 134 


作函数的微小的扰动#— 奇点就分裂为 n - 1个非退化的2阶 

t=l 

鞍点.我们来考察在一个奇点的邻近的积分轨线的行为.展开函数成泰勒 级数： 

m= f(ai) + /(aO^-a,) + tM( z - ai ) 2 + . •. 

展开式从 2 阶项开始，因为 f ( ai ) = 0. 并且/ 〃⑷） 会0 (非退化临界点)，因 
为 r ( ai ) = Q 当且仅当叫是/⑷的重根（同时参见图137, 138).. 

b) 对于函数/⑷ = z + i , 转换到极坐标 = pe ^), 我们有 

Z 

Re (/ ⑻)= (P+ ~) cos W’ Im(/(z)) = (P — g) si — 

坐标原点是奇点，因为函数 i 在此点不连续.函数/( 2 )的导数等于1 - 即 

2 Z 2 


部分习题的答案和解答 


•2 


奇点是 2 = 1和 z == -1. 这两个点是非退化的.我们考察场 grad (Ref(z)) 的积 
分轨线.它们由方程 - i ) sin ^ = c 给定.对于进人奇点的积分轨线和离开奇 

点的积分轨线，即分界线，我们有 C = 0. 由此得到分界线由方程 ^ = (在实 
轴上，由四条分界线组成）和 p = 1 (在单位圆周上，由两条分界线组成）给定.用 

类似的方式可以构造场 grad (lmf(z)) 的分界线，它由方程 (p~h cos(p = 2 给 
定，并且其形状为两个相切的线圈.参见图135, 136,以及图 137. 



求一阶极点的指标 
图135 
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部分习題的答案和解答 


液体流中的圆盘 〈球) 的流线图 





部分习题的答案和解答 
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grad Re (|) 

—阶极点 



grad Re ( z 2 ) 
非退化鞍点 



图138 


譴零点分裂为单零点 


黯鼷极点到单极点 


Z = 2 的邻域内向量场 grad (Re /⑷） 和 grad (Im /⑷） 的积分轨线定性地与对 
于在零点的邻域内的函数 /( z ) 二 1/ z 的相应轨线同样安置. 
e ) 参见图 139. f ) 参见图 140. 



/(z) = in(f5f) 


grad Re(ln 2 ) 和 grad Im(ln z ) 画出共轭流的图 


S 139 


图140 
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部分习題的答案和解答 


h ) 函数/⑷=^3^_ 1) 100^_ 2) 900的奇点，即导数尸⑷的零点如下 : Zi=Q 
是二阶鞍点，勿 =1 是 99 阶鞍点，句 = 2 是 899 阶鞍点， q s 0.005 和 q 。 1.1 
(这是二次方程 1003z 2 - 11092 ： + 6 = 0 的根）是非退化鞍点.局部地在每个奇点 
的邻域中积分轨线的状态与在相应阶的鞍点的邻域中的相同. 
j ) 函数 

f(z) = 1 + z 4 (z 4 - 4) 44 (z 44 - 44) 444 
在点 z = 0 的邻域中可以换成 


f(z) = 1 + 4 44 44 444 z 4 . 


在点 z = 0的邻域中曲线状态的定性图没有改变.而加一个常数不改变轨线的形 
状，故可以在零点的邻域中考察函数 fi(z) = cz\ 其中 C = 4 44 44 444 . 点 2 = 0 是 
函数 fi(z) (从而是函数 f(z)) 的退化奇点.经过适当小的摄动这个奇点分裂为 
三个非退化奇点. 


k ) 函数 


f(z) = 


100 


In 



3 


在点 z = 和 z = 4有对数奇性.没有其他奇点. 

1 ) 为了简化函数/⑷= l /( z 2 + 2 z ~ l ) 的书写，我们作位移切= 2 + 1.此时 


g(w) = f(w -l) = 


1 

w 2 - 2 


点 w = ± y /2 是函数 g ( w ) 的奇点（极点).向量场 grad ( Re /⑷）和 grad ( Im / ⑷) 
的奇点与函数 f ( z ) 的零点一致.由此得到 w = 0是奇点，并且因为 ^(0) ^ 0, 
此奇点是非退化的. 

m ) 点之= 0是函数 /( z ) = - + 21 In — 的 奇点. 此外，因为尸(1/21) = 0, 

Z 

z = 1/21 是向量场 grad ( Re / ㈤ ）和 grad ( lmf ( z )) 的奇点. 

n ) 点 2 = 0 是函数 /( z ) = z & -\-2 \nz 的奇点.导数尸 ㈤ 的零点是方程 
/二 -2/5的根（正五边形的顶点).在这些点々，... ，邱有 


/㈤ 〜 f {zi) ki(z ~ Zi ) 2 + …， 


其中 ki ^ 0, i = 1, ... , 5. 

o ) 点 z = 1和 z = -10 i 是函数 

f(z) = 2 \n(z — I) 2 —委 ln(z + 10 z) 3 

o 


的奇点.同时对于2的所有值， f ( z ) ^ 0. 


部分习題的答案和解答 
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P) 点 2 = 0和 Z = i 是函数 


/(:) = 






3(2-z) 3 


的奇点 （三 阶极点).求导数： 

f,{z) = ~i + i^hr = 0 - 

我们得到四个点，在这些点 f ( z ) = 0: 

i 诉 iV 3^ V 3 iV 3-</3 

^3 - T v ^+ l ' v /3 + 1 ’ \/3+ 1 • 

向量场 grad ( Re /( 2 ：)) 和 grad ( Im /( 2 )) 的积分轨线在无穷远点的状态与对于函 
数1//的相应向量场的积分轨线的状态相同. 

15.19. a )， b ) 参见图 141. 

15.22. a ) 参见图 142. 



n 阶极点 


图141 


n 阶零点 


部分习题的答案和解答 


15.23. a ) 参见图143, 144; b ) 参见图145; c ) 参见图146; d ) 参见图147; 
e ) 参见图148, 149; f ) 参见图150, 151; g ) 参见图 152. 



带两个奇点的 S 2 上的向量场 s 2 = abb - 1 a - 1 

图142 图143 



B a A 


图144 球面炉= abb - 1 上带一个奇点的向量场 



图145 环面7 12 = aba ^ l b ^ 1 上带一个奇点的向量场 



部分习理的答案和解答 
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Q 



图146 双环面 aba - l b ^ 1 c - l d ^ 1 cd 上的向量场 



147亏格为 p 的定向曲面 axbia ^ b ^ - agbga ^ bg 1 上带一个奇点的向量场 




部分习題的答案和解答 


b P 



Q 



图149 RP 2 = abab 上带一个奇点的向量场 



150 克莱因瓶 KL = aba - l b 上带一个奇点的向量场 



151 克莱因瓶 KL = aabb 上带一个奇点的向量场 







部分习题的答案和解答 
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152 一般形式的不可定向曲面上带一个奇点的向量场 


部分习题的答案和解答 


第二部分 


16.1. b) 


16.2, b) 


(coshui — cos U 2) 2 


c° sint^i 


(coshu2 — COSWi) 3 


— (cosh til — COS U 2 ) 
(cOshU2 — COS til ) 3 

c 3 sinui ? 


c ) 是的 
c) 是的 . 


16.3, b) c 3 {ul 


u?), <?{ul~ulY C ) 是的 . 


16.4. b) 


: 3 ㈣ 2(# — ㈤ ） \/( l - u |)(^- l ) 、县的 

'{1 - ul)(uj - 1 )' (?uiu 2 {u\-ul) . 


16.5 


16.6 


d ^ p 2 

d 2 V n ^av n ^ , 

-x-y + 2uv 2 — —— F- 2v{\ - v A 
ou l ou 

定义域： 2 /一 0, 值域： v _ 0. 


av 


dV 


+ 2uv 2 — —— V 2v{\ — v 2 )— —— h u 2 v 2 V 
ou ov 


16-7 


(4 ln2 ( u2 + 沪) + arctaO 2 + 泸) 


d 2 V d 2 V 


O^V \ 


16-8 


In 


+ arctan 


2 (U — Ui) 2 + (V — Vi) 2 

(u — U2)2 + (V — V 2) 2 

2 (U- U 2 ){V-V 1 ) -(U- U X )(V-V 2 ) 


{u - Ui)(u - U2) + (t — Vi)(v - I ； 2) / 
((w — u 2 ) 2 -\-{v- V 2 ) 2 )((u - Ui) 2 + (v - Vl) 2 ) 


(U2 - Ui) 2 + (V2 - V\) 2 


d 2 V d 2 v 

du 2 ^ dv 2 


16.9 


_ i _ / d 2 v d 2 v 

9(u 2 + v 2 ) ((u — 2) 2 + t; 2 ) V du 2 ^ dv 2 


)• 


17 丄 a) 例如 ： x = t 2 , y = t 3 . 参见图 153, 



图 153 带解析参数表示的非正则曲线 


17.3. a) 例如 : x = t n /\n(l/t 2 )^ y = \t\ n /\n(l/t 2 ). 


部分习题的答案和解答 


17.4. a ) k 奇数，而 n — m / c，m G N ; b) k 是奇数，而 n = fcm，m G N ; 
c ) k 是偶数. 

17.5. 如果在曲线从一个平面到另一个平面的转折点的曲率异于零，则光滑 
性不超过 C 1 ， 如果曲率在这个点是零，则光滑性可以达到 

17.6. 对于解析参数表示一个可以取的答案是 


a cos ip 




=a cos ip 




17.7. 不能.障碍在于正则闭曲线的回转指数. 

17.8. a ) 轴为 OX 参数 p = | a | 的拋物线 y 2 = 2ax-2C. 当 a < 0时凹侧 
朝左，当 a > 0时凹侧朝右； b ) y = Ce~ x/a ; c ) (x - C) 2 +y 2 = a 2 , 半径为 a ， 


中心在 OX 轴上的圆周. 


17.9. 切线长度为常数的条件写成 


dx\ 2 


a , 我们将仅考察在上 


半平面的曲线，所以我们令 \ y \= y > 0. 考察由条件 tan ^ = dy / dx 定义的角 

9 ，0 < P < 7 T . 把 dx/dy 换成 cotip, 我们得到 y/sirup = a, 或写成 y = a simp. 


由此 得到办 = a cos ipd<p. 但是从定义角 的条件推得 dx = cot ipdy. 把已经得 
到的 dy 的表达式代入得到 da : = a C ° S ^ dip , 或 da : = a (^ - sin dtp . 逐项 

simp \smip J 

积分求得 x = a (intan | + cos ^+ C . 这个曲线的方程可以写成另外的 形式： 



17.10. y = a 3 /( x 2 + a 2 ); x = cott , y = a sin 2 1 , 

17.11. 提示对于函数 < a , r ⑴- r ( t 0 )) 利用罗尔定理. 

17.12. 利用 | r 2 ⑷- ri ⑷| 2 = const 这个事实，其中 ri , r 2 分另 U 是两个动点 
的径向量，而 i 是时间. 

17.13 . 令 r'/r = A ; A ⑷是闭区间 [ a ,6] 上保持定号的连续函数.我们有 
〆 - A r = 0,由此得到 r = ae / Adt . 因为函数 ef Xdt 的导数等于 Ae / Ad£ , 后者在闭 
区间上保持符号，故 ei Xdt 是单调且连续的函数. 

17.14. 采用解前一个习题的方法,将会有 r ' = aef Xdt ,由此得到 

r = a f e -^ Xdt dt + b. 


ef Xdt dt 的导数等于 e / A ^>0 ; 这意味着 j 化是 f e [ aj 的递增函数. 
注释将用 [ r ] 表示由 r 旋转角 +7 T /2 得到的向量. 


部分习題的答案和解答 


17.15. p 可以由以下关系中的任何一个定义:户=|： 1 +久[1^=1： 2 +_ / 2 ]，1' 1 - 
r 2 H - A [ r ；] - fi [ r f 2 l 〈n - r 2 , rW + 〈H r ’ 2 〉 = 0, A - { r 2 - ri , r ^/ lr ； x r ; 2 |. 因此， 
._ , ( r 2 - ri , r ^) r _ M 

p=ri+ irrx ^ r [ri] - 

用坐标写出： 


[ ri ]. 


Xi 


yi 


{ x 2 - ^ a )^2 + ( y 2 - yi ) y f 2 / 

^ lV 2 - X 2 Vl Vl 

( 工 2 - xi)x l 2 + {y 2 - yi)y ’2 x . 


X [ y ’ 2 - 


17.16. 考察向量 Mri ], 其中 A 二 ( ra - r ^ r ^/ lr ； xry ； 如果这个向量异于 
杆的端点 M l 5 那么它的端点落在瞬时旋转中心上.向量 A ^] 在向量 r 2 - ri 和 
[ r 2 - n ] 上的投影分別是 


〈 A [ r ' i ]， r 2- ri 〉 

T 2 - ri 


( A ^ j ^ ra - ri ]) 
T 2 - ri 


所以动瞬心的方程是 


〈 r 2 - ri ， r;〉|ri x ( r 2 - ri )| 


r ； x ^ 2 | 


T 2 -ti 


〈 r 2 - r 1 ， r / 2 〉 ( r / 1 , r 2 - ri ) 
|ri x r ’ 2 | | r 2 - ri | 


或 


(( 工 2 -x x )x\ + (y 2 -yi)y[) 


xi 


y[ 


工 2 - xi y 2 - yi 


Vi 

^2 V 2 


(x 2 ~xi ) 2 + (y 2 一 yi ) 2 


(( 工 2 — xi)x f 2 + (y2 - yi)y2) ((^2 - xi)x[ + (y 2 - yi)y[) 


y [ 
A y f 2 


(x 2 - Xi) 2 + (y 2 - yi) 2 


17 . 17 . R = ri + + rj [ a ] 1 其中 a = r2 - ri ? ^ = const , rf = const (点 

M 刚性地固定在杆上)； R ' = 4 + 以 + r ?[ a ']. 因为 | a | = | r 2 — = const , 故 


z _ La ; 这表明 a ' 


〈[ ri ]，。〉= ( s ( r 2 - ri ), r ；), s 


s[a], r f 2 - r[ = s[r 2 - n], 〈 r; - riJr；]) = s 〈 [r 2 

、—,、 _ ki X r ^| 1 工曰 一， 1 r 」 r 


riUri ]), 


〈 r 2 - ri . r ；) 


于是 




K f 


ri + ^ [ a ] - r?Aa = - (Ari + ^[ a ] - T ? a ). 另一方面, 


R 


ri +^a + r ?[ a ] - r x - A [ ri ] =《a + r ?[ a ] - A [ ri ] 


[ r ] = Ari - d 胂， 


部分习题的答案和解答 
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这表明 R' = | [r] ， a; = ^. 

i7 . 2i _ 其中 a 和 6 是椭圆的给定半轴 . 

17.22. xy = ±5/2, 其中 s 是给定的面积 . 

17.23. y = ax^+ 其中拋物线由方程 y = 给定，而 S 是抛物弓 

形的面积 . 

17-24. ($ - cos(i/2)) + y2 =(, tan 著 ) ，其中 a 是给定的角 ，而 Z 是三角 
形的半周长 . 

17.25. _ + ^ = 1 ，其中 a 是给定圆周的半径 . 

17.26. r = (/cos 3 t;,/sin 3 i?), 其中 Z 是给定的半轴和 . 


17.27. x 


- (3cost; — cosStj), y = ^ (3sin v — sin3v ), 这是圆内旋轮线 


17.28. xy = ±-y/c, 其中 c 是给定的面积 . 

17.29. (x - c) 2 +y 2 =4a 2 , 其中 a 是椭圆的长半轴 ， C 

:〆] 


ya 2 — b 2 


17.30. p = r ± a 


r’l’ 


17.31. p = r+[r，j 




2 


r 1 x r" I ’ 


用坐标表示 : 


. , x ,2 + y ,2 t x /2 + y f2 

- - —, ” = y + x - —. 

x’y" — x"y f x’y" — x f, y r 

17.32. 心脏线 f 

17.33. (x + 1)/2 = ( y ~ 13)/3 = z /6; 2 a : + 3 y + 6^ - 37 = 0. 

17.34. 对于所指出的点 A 我们有 i = - l . 

切线 ：（ a ; — 3)/6 = (y + 7)/(—17) = (z - 2)/7. 

法平面 ： 6 a : — 17 y + 7 z - 151 = 0. 

17.35. 对于所指出的点 A , 我们有 t = 1. 因为 ^(1) = 0,而 r "( l )= 
(2,2 ? 12)^0 ; 故切线方向由这后一个向量或与之共线的向量（1，1,6)确定. 

切线 ： （x - 2)/1- y /1 = (z + 2)/6. 

法平面: a ; + 2 / + 6 z + 10 = 0. 

17.36. 切线 方程： 



dFi dF\ 


dFi dFi 


dF 1 dF x 

X = x + 入 

dy dz 

, Y=y+A 

dz dx 

, Z = z -h A 

dx dy 

1 

dF2 dF] 


dF 2 dF 2 


dF 2 dF 2 


dy dz 


dz dx 


dx dy 




8 - 


部分习题的答案和解答 


法 平面： 

X—xY-yZ—z 
dF\ dF\ dFi 

dx dy dz 

dF2 dF2 

dx dy dz 

17.37. s = 5at. 

17.38. s = 8\/2 a. 

17.39. s = 9a. 

17.40. 5 = 10 . 曲线有四个使 ds/dt = 0 的尖点 f = 0, tt/2, tt, 3tt/2. 
17.42. 必要且充分的条件 :e' # 0, （ p',e ， e') = 0. 包络 方程： 






17.43. t = p + ve. 

17.44. r = vp. 

17.45. r = p + vp r . 

17.46. r(s, 9 ?) = p(s) + n(s) cos <p H- b(s) sin ip. 其中 n(s) 和 b(s) 分别 是主 
法向量和副法向量 . 

17.47. r(u,v) = ((f(v) cos u, ip(v) sinu, ^(v)). 在特殊情形下， 


r = (f(v) cosu, f(v) sin u, v). 


17.48. 如果螺旋线的方程由形式如 


的方程给定，则 n = 


p = (a cos Uj a sin w, bu) 


(- cosu ， -sinu,0) 是主法向量.由此求得正螺旋面的方程 


r = p — An = ((a -f A) cosu, (a H- A) sinu, bu) = {v cos u, v sin u, bu). 

17.49. r = p ( s ) + A(n(s) cos ( f ( s ) -f b(s) sin^(s )), 其中 ip ( s ) 是变量 s 的任 
意函数 . 

17.50. 向量 n = (cosu,sinu,0 ) 和 k = (0,0,1 ) 定义圆周 p = (a cos u, a sin w, 
0) 的法平面 . 在法平面中并且对于向量 n 的倾角为 w 的向量是向量 o ： = ncosu+ 
ksinu . 所以所求的曲面的方程是 


r = p-\-vot = (a cos u + v cos 2 u,asinu-\- v sinwcosu, v sinu). 



部分习题的答案和解答 


消去参数 U 和 t ；， 我们求得 


cot u(a sin u + z cos w), 


a sin u + z cos 


x y 心 

— =cot U, - 2 — 

y sin u 


(a + 2 cot u ) ， 


2 .2 


xz 


H — « ) = ( a H - I • 


这样就得到四阶曲面 y 2 (x 2 +y 2 ) = (ay + xz) 2 . 

17.51. R ( u , v ) = ( r ( w ) + p(v))/2. 

17.52. 给定直线的方程是 ri = 椭圆的方程是 r 2 = 

0). 继而有 ri — r 2 = (u — acosv, —bsinv, h). 因此当 u ~ a cost; 
ri - r 2 = (0 ， ~6sint; ， /i). 所求劈锥曲面的方程是 


(a cos v, 6 sin i ;， 

= 0 时，我们有 


(acosr ， 6sint; ， 0) + A(0, —bsinv.h) = (acosv ， 6(1 — A) sinv ， \h). 


消去参数 A 和 t ;， 我们得到隐式的劈锥曲面方程 


17.53, ri = ( a ，0, u )， r2 


那 - O 2 

+， g )， 


2 


62 


ri - r 2 


a , —v 7 u — — ^. 如果 


$=0,则 ri - r 2 


( a ，-%0)， 由此得到 


\ 7 7 2pJ ' 

或 a 2 y 2 = 2pz(x — a) 2 . 

17.54. 给定圆周的参数方程 •. 


2 

(0, ％ 十 A(a ，— ％ 0) = (aX,v(l - A), 


2 p 


(a(l + costx) ， 0 ， asinu )， r 2 = (0, a(l + cosv) 1 asinv). 


我们求得 ri — r2 = ( a(l + cosu )，— a(l + cosi ;)， a(sinu — sint >)). 于是有 sinu - 
sinv = 0, 由此得到： 1) = u + 2 A ：7 r , 2) v ~ 7 r — u 4- 2 kn . 在第 一 '种情形， 

ri - r 2 = ( a(l + cosu )，— a(l + cosu )，0) 平行于 （1，—1，0). 这样一来,我们得到補 
圆柱面 

p ( u , X ) = ( a(l + cosu )，0， asinu ) + A ( l ，-1,0) 

=( a(l + cosu ) + A ， — A , asinu ). 

在第二种情形， r ： - r 2 = ( a(l + cos u ), - a(l - cos n ),0) 平行于 （1， _1，0)，而 


ri — T 2 


sin v 


在第二种情形， 


组成给定柱形面的第二个曲面由方程 


R(u, A) = (a(l + cosu) ， 0 ， asinu) + A(a(l + cosw) ，一 a(l - cos u),0) 

= (a(l + A)(l + cos w) + 入， 一 aA(l — cos u)，a sin u) 
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部分习题的答案和解答 


给定 . 消去参数 A 和 tx , 我们得到 


z 4 + z 2 ((x - y) 2 - 2a(x + y)) + 4a 2 xy 


2 

17.55. n = (i， w ， 0 )， r 2 




2 p 


，0， r ) 


ri -r 2 


U 2 + V 2 

飞一 


,U,-V 


向量 


r ： -r 2 和平面 y 
所求的 方程： 


0 的平行性给出 u^v = 0 1 v 


u, ri - r 2 


(U 2 

w 




r(u, v) = -\-v(^,u,uj = ^(1 -h 2v), u{l + v), wj 

消去参数 u 和％我们得到 y 2 - 3 = 2 P :r ， 这是双曲抛物面 . 

17.56. Oz 轴的方程有形式 n 二 (0,0, u ); 给定曲线的方程是 


r 2 (v) = (6 cos u, 6 sin 幻 , 


cos v sin u 


由此得到 


r2 - ri 


(6cosu, 6sinr ， 


b 2 cost; sin v 


b 2 cosv sin u 


T 2 ~Ti = (bcosv,bsinv^ 0) 


那么就有 


( Q^ \ / q3 

0,0, -z -:— ) + A(6cost; ， &sint; ， 0)= (A6cost;, A6sin ， - 

6 J cosusinW \ fe 2 cost; sin t; 

消去参数 A 和 u ， 我们得到 b 2 xyz = a 3 (x 2 + y 2 ). 

17.57. 从条件 (a + ub - p, n) = 0 求得 w = (n,p- a)/(n,b ). 由此得到 
R = p + A(a + ub-p)^ (1-A)p + A(a+ ^ ~ a) b). 


17.58 . 取给定椭圆的方程的形式是 


ri = (a^bcosu^csln u), T 2 = (-a,ccosv,bsinv). 

因为向量 r a - r 2 = (2a,6cosu - ccost;,csinn - bsinv ) 平行于平面 xOy , 所以 
c sin w — i? sin t; = 0_ 由此得到 


sm v = ~ smu, cosv = 


4 


6 2 — c 2 sin 2 u 


(2a，6 cos w db ^ y/b 2 — c^sin^ u, 0 


ri - r 2 = 
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所求的方程: 


R = (a, bcosUyCsinu) + v (2a ， 6 cosw 土兰 V"6 2 — c 2 sin 2 u，0 


或 


R = (a + 2av, b cos u ~\- vyb cos u ± - yb 
17.59. Oz 轴的方程 ：p = (0,0, z;). 我们求得 


c 2 sin 2 u Kcsinw 


p — p = (w, u 2 1 u 3 — i;), u 3 — v = 0, p = (0,0, u 3 ) 


所求的 方程: 


r = p + v(p — p) = (0,0, u 3 ) + v(u^ u 2 ) 0) = (uv y u 2 v, u 3 ). 


17*60* r = (bv^av cosu, (& + acosu)(l — v) + a sin?/). 

17.61.® 给定的直线的 方程: P = 和 p= (M，0). 经过这些直线的任 

意两个点的直线的方程有形式 r= (1-A)(l，％0)+A(u，l,l). 对于这个直线同平面 
xOz 的交点有 （1 - A)r + A = 0. 这个点应当位于圆周 a; = cos^, y = 0， z = sine/? 


上，因此 1 — A + Aw = cosy>， 入 =sin^?. 


由此得到 w = 


cosip + sin (p — 1 
sirup 



^T* 留下的任务是组成经过点 (i，^r 
的直线的方程.结果我们得到 



cosy? + sin (f — 1 
simp 



r = 


(1-A)( 


sirup 


sin ip — l y 


0 


x ( cos (f + sin(f — 1 
+ ' : 


sine/? 


, 、 cos cp — 1 sin — X x \ 

1 + A ^^，ii^ri， A ). 



17.62. r = (a(cost; — usinv),a(smv + u cos v),b(u + v)). 

17.63. c 2 (x 2 + y 2 ) 2 = a 2 (x 2 — y 2 ){z -f c) 2 . 

17.64. 将认为在平面 tt 上给定了笛卡儿直角坐标 f & 此时曲线方程 p = 
p ( u ) 可以写成坐标形式： C = e(w), r ] = 7 ){ u ). 此外，假定直线 AS 就是空间中的 
2轴，并且运动平面 7T 的7?轴沿着它滑动.适当选取: C,y 轴和坐标轴的正方向 
后,我们有 


R(u, v) = (C (乜） cos 以 (u) sinu, rj ( u ) + av ). 

17.65. R(u, v ) — r(u)+an(u) cos v+ab(u) sinv , 其中 n 和 b 是曲线 r = r(u) 
的主法向量和副法向量;点 （ti,!；) 和 ( u , V + 27r) 重合. 


® 原书解答有误，这里已更正. 


译者注 
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17.66. 取法线的交点作为径向量的起点，那么就有 〈 r ， r u > = 0 ， 〈 r ， r v 〉 = 0, 
由此得到 |r| 2 = const. 因此给定的曲面是球面或球面的一部分 . 

17.67. 四面体的体积等于 9a 3 /2. 

17.68. 切 平面： -4— + -^―+ , / Q =a 2 . 所求的和等于 a 6 . 

u smv u cosv y/a 2 — u 2 

17.69. 在曲线坐标中的交线方程 ：w = Wl cos …+ ^)/0^2% (除去母线 
其中 ¥ 是切点的 坐标； 同一曲线在笛卡儿坐标系中的方程是 

C0S(V + Wi) cos(v + Vi) . . _ 

x = u\ - cosv, v = Ui --- sinv, z = asm 2v. 

COS2W y cos2t；i 

它在 xy 平面上的投影的 方程： 


x 2 -h y 2 = 


Ui 

cos 2vi 


(xcos^i — y sint ； i). 


由于投影是圆周，那么曲线（平面曲线）自身是補圆. 

17.70. 切平面方程 


Z - xf = [f - - x) + (y - y)f 


或 



即所有切平面经过一个点——坐标原点.不过，这是显然的，因为给定的方程是 
顶点在坐标原点的锥面方程卜是: c 和 y 的齐次函数). 

17.71. 切平面: kx sin u — ky cos u + vz — kuv — 0; 

法线： r = (v cosu + Xksinu^vsinu — 入 fccostx ， ku + At;). 

W 夂 3 . 

x y z 

17.73. 设曲线 7 的方程有形式 p = p(s). 曲面 方程： r = p + Av, 其中 v 是 
切于曲线 7 的单位向量.我们求得 


dr 

ds 


v + Afcn ， 


dr 

dX 


v 


dr dr 

d\ X d~s =Xkh 


当 s = const (8卩在曲线的同一个点）时，这最后一个向量有不变的方向（因为 b = 
const). 由此还推出这个曲面在曲线 7 的所有点的切平面是曲线 7 的密切平面. 
17.74. 曲面方程 ： r = p + An ; 


dr 

ds 


=v + A(—fcv + xb )， 


dr 


8 X 


n ， 


dr 

ds 


x 


dr 

d \ 


=(1 — AA;)b — A > rv . 


切平面方程： 〈 R — p — 入 n ， b — Afcb — Axv 〉= 0,或 〈 R ， b — Axv 〉-〈 p ， b — 入 xv 〉+ A 2 x = 
0. 法线方程： R = p + An + 《(b — Xkv ). 
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17.75. 曲面方程： r = p + Ab; 

dr x dr dr dr 

~= V -Axn ，一 =b ， 石 x _ = — n —Axv 


切平面方程： {R — p - Ab,n + \> cw ) = 0，或 （R — p，n + X > cv ) = 0. 法线方程: 
R ~ p Ab - j - 《(n + A > rv )* 


17.77. 如果 a 是给定直线的方向向量，并且径向量的起点取在这条直线上 
那么向量 r ， a 和 x ^位于一个平面上，从而 

OU OV 


〈 r，a x 


/dr 

\a^ x 




由此得到 

而这个等式可以写成函数行列式等于零的形式： 


d\r\ 2 d(ai,r) _ d\r \ 2 dja, r) 
du dv du du 

由此推出在量 | r | 2 和 〈 a , r 〉 之间存在函数相关性 | r | 2 = /(〈 a ， r >). 令 Oz 轴沿向 
量 a 的方向，我们得到旋转曲面 x 2 +y 2 = f(z). 

17.80. 包络: 4/( 会 + ^)=1; 脊线是虚的- 

17.81. 包络： a : 2 + - a y 2 z 2 = a 2 ; 

- f - b z 

17.82. 包络 ：（; r 2 + y 2 + z 2 - x ) 2 = x 2 + y 2 ; 脊线退化成点 (0,0,0). 

17.83. 取曲线方程的形式是 y 2 = 2 px, z = 0和 y 2 = 2 gz , x = 0 , 我们得到 
形式如 y 2 = 2 p：c + 2 私的包络的方程，包络是带参数的抛物柱面. 

17.84. 对于 s 微分表达式 |R - p | 2 = a 2 , 我们得到 〈R - p , v ) = 0. 于是 

有 R — p = Ab + " n . 因为 |R - p | 2 = a 2 , 所以 A 2 + = a 2 , 并且可以写成 

A = acos^p, fx = a sin ip. 这样一来，包络的方程是 


R = p + a(b cos<^ + n sirup). 

ir.85. 脊线表示这样的曲线，它的点由曲线 p ; p ( s ) 的曲率轴⑦同球面族 
的相应的球面相交得到. 

17.86. 球面族的方程: F — {x — bcos^p) 2 + (y - &sinc^) 2 + z 2 — a 2 = 0. 包络 
是环面（四阶曲面） 

(x 2 y 2 z 2 b 2 - a 2 ) 2 - 46 2 (x 2 + y 2 ) = 0. 

® 曲线的曲率轴是过曲率中心并且垂直于密切平面的直线. 一 译者注 
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这个方程可从方程 F = 0和^ = 0消去#得到.在 a > 6的情形脊线退 

dip 

化为两个点(0,0, 士 Va 2 ;6 2 )， 而在 a = 6 的情形退化成一个点 (0,0,0). 

17.87. 族的方程: x 2 y 2 ■+■ z 2 — 2 u 3 x — 2 u 2 y — 2 uz = 0. 从这个方程和方程 
3 u 2 x + 2 uy + 2 = 0消去 w 求得包络： 

3 x (9 x ( x 2 -\~ y 2 z 2 ) - 2 zy ) 2 + 2 y {^ x { x 2 -f ?/ 2 + z 2 ) — 2 zy ) 

— (Ylxz — Ay 2 ) + z {\2 xz — 4" 2 ) 2 = 0. 

为了求脊线，再把前两个方程添加上方程 + 2 p = 0. 于是 u = 一秦 ，从而 
得到脊线 方程： 


27x 2 (x 2 - hy 2 ~h z 2 ) — 4 y 3 + ISxyz = 0 ， y 2 — 3 xz — 0. 
还可以得到脊线的参数公式 

—( 2u 3 —6w 4 6u 5 \ 

r V 9u 4 + 9u 2 + 1 1 9u 4 + 9u 2 H- 1 ? 9u 4 + 9u 2 -f 1 / 

17.88. x 2 / 3 4-2/ 2 /3 + ^/3^ /2 /3_ 

17.89. x 2 / 3 +7/ 2 / 3 + 2 2 / 3 = a 2 / 3 . 

17.90. xyz = 2a 3 /9. 

17.91. 包络沪 = 4 叫脊线退化为坐标原点. 

17.92. 脊线是螺旋线 ： 


x = C cos a , y ~ C sin a , ^ = Ca . 

17.93. 设 p = p( s ) 是给定曲线的方程.密切平面族的方程 〈r -p,b) = 0. 
对于 s 微分得 <r -p,v) = 0. 特征线是切线 〈r - p ， b〉 = 0, 〈r 一 p ， n〉= 0. 包络: 
r = p+Av, 这是给定曲线的切线组成的曲面.对于关系 〈 r — p ， n > = 0 再 微分一 
次，我们得到 （r - p, b) = 0. 关系 〈r - p,b) = 0 , (r - p, n) ^ 0 一 起给出 r = p, 
即脊线是原曲线. 

17.94. 特征线是给定曲线的曲率轴.包络是由曲率轴组成的曲面.脊线是 
给定曲线的密切球面的中心. 


17.95. (r,^) + D 7 = 0, r 

镇=—晶.包 络的施 

特征线是直线^ = 


an 4 - (3 n f + An x n \ a 

D ; 

= — Dti — 


〈 r ， n〉= ~D, 0 


yp + An x n' (w 和 A 为参数 ). 
const. 脊线由关于 r 解方程 (r,n) -f D = 0 , (r ， n 。 + = 
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0, 〈 r ， n 〃〉 +D 〃 = 0 确定： 

{r,n)(n , xn ,f )^ (r,^)^ x n) + 〈 r ， n〃〉(n x n，) 
r= (n ， n' ， n") ~~ 

Dn f x n ,f + D’n” x n + _D〃n x n' 

= (W’n") • 


17.96. 所求的可展曲面是与两条抛物线相切的平面的族的包络.族的 方程: 


Xa - 2 aY - 



4 a 3 

ba 


) 




4 a 3 

a 



其中 a 是族的参数. 

17.97. 法向量 n = (u + v )( isini ;— jcost ;+ k ) 平行于向量 isinu—jcosv + k , 
如果参数 z ; 保持常值，它是不变的.由此得到 7 ； = const 是曲面的直母线，而曲 
线 u + 〃 = 0 是脊线，因为在它的每个点法向量 n 的模等于零. 

17.99. 曲线方程 u = const ; 脊线： 


x = 2(a — 6 ) ucos 2 v ) y = 2(a — 6 ) usin 2 v 


z = 2 u 2 ((a — 26) cos 2 v + (b — 2a ) sin 2 v ) 


17.10 CK x = 3^ y = ~3 t 2 / b } z = — t 3 / ab . 
17.101. 所求的可展曲面是平面族 


Xx + Yy / o ?- x 2 + Zy — 


X 


2 



2 


的包络，其中 a : 是族的参数. 


18.1- a ) 


1 + 2m 


4 am(l + m ) sin 


b ) 


y 3 \2 a 2 b - y 3 - 3 by 2 \ 
a ( j/ 4 — 2fey 3 + a 2 6 2 ) 3 / 2 


2 


18.2. a ) I cosx |; b ) 


6 


c ) 


d ) 


3 


18-3. a ) 


2 + ip 2 


a (l +^2)3/2 


b ) 


an • 8a | sin ( t / 2 )| ’ 

k(k 十 1) + p 2 


av? fc - l(fc2 仰 2)3/2’ 


C) 


1 


y/l + (In a) 2 


18.4. a ) I sinx|/(l + cos 2 x ) 3 / 2 . 


18.5. k = 7Wl - hsin 2 - 

4 V 2 


18.6. a ) r = (■ (sin 4 t + 2 sin 2 t )，— 誉 (cos At + 2 cos 2 t )) 
b ) r = { a {2 t + sin 2^), a (2 - cos 2 t ))， 这是旋轮线； 
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c ) r = ( acos <, aln ( tan 


7T t 

4 2 


18.10. 9 x - 27 y - 2 + 7 = 0. 


)- asin ^, 这是曳物线‘ 


18.11. 对于密切平面我们求得不含参数 w 的方程 cx-ay = bc - ad , 把 o：，y 
的通过 u 的表达式代人上述方程我们得到恒等式，由此得出 结论： 曲线实际上在 
密切平面上. 


18.12. 密切平面： 6 x - 8 y - 2 + 3 = 0. 

主法线 ： x - 1 - 31 A , y=l - 26 A , 2 = 1 + 22 A . 
副法线： x = 1 + 6 A , y = 1 — 8 A } z = 1 — A . 


18.13. y = l . 

18.14. 切线 ： r = (a cos t — aAsint,asini + aX cos t , b(X H - i )). 
法平面 ： ax sin t — ay cos t — 62 + b 2 t = 0 . 

副法线 ：r = (a cos t + 6A sin a sin i — bX cosi , bt + aA ). 

密切平面 ： bx sin t — by cos t -\- az — abt = 0 . 


主法线 : r = ((a + A ) cosi , (a -h A ) sin £， ⑷. 

18.15. 切线： 2： = 1 + 2 A , y = - A , 2 = 1 + 3 A . 

法 平面： 2 x — y 3 z — 5 = 0. 副法线 ： x = l — 3 A , y = — 3 A , 2 = 1 + A . 
密切 平面： 3 x + 3 y - z -2 = 0. 主 法线 ： x = 1 - SX , y = 11 A , 2 = 1 + 9 A . 
18.17. s ) d 〜 A ; 0 ^ o 5 3 /6, s — 0; b ) d ! ~ k ^ s 2 /2, s — 0. 


18 . 18 • 心 ! 



X 

a 2 





a 


2 


2 x 2 



2 


u cot 9 

18.19. v = Ce ^^. 


18.20. a ) 设 a 是固定方向的单位向量，那么 〈 a ， v 〉 = cosv (v = const ). 因 

为 ^ (a, v) = (a,v) = 0, 故 A:(a,n) = 0 . 除去 A: = 0 (直线）的情形，我们得 
到 (a,n) = 0 . 因此,法向量垂直于固定方向.反之，如果 n 垂直于固定方向，则 


〈 a , v 〉 = const . 

b ) 设 x # 0 . 从 〈 a ， n 〉 = 0 和弗雷内第三公式得到 ( a , b ) = 0 ,于是 〈 a , b 〉 = 
const . 反之，微分这个等式，我们得到 〈 a ， n 〉 = 0 . 


c ) 微分等式 ( a , n ) = 0 ,我们得到 fc { a , v ) = > r ( a 3 b ), 由此得亙= 


〈 a ， b 〉 

( a , v ) 


b 


_ t ■反之，从弗雷内第-和第三公式推出 - k + ^ = o , 由此得到 + b 


°， ? V + b 


const = a .与 n 作数量积便得 〈 a ， n 〉：= 0 . 


18.21. 指出，对于这个曲线 k / x ： = const , 再利用习题 18.20. 

18.22. 指出 fc/>r = 1，再利用习题 18.20. 所求的向量是 e = v + b = ( 1 ， 0 ， 1 ). 
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18.24. 根据习题 18.20, O 士 b 士 b 
是平面曲线.又因为它在球面上 f 故它 ^圆 A . 




0,所以副法向量的球面标线 


18.33. a ) 设 r = r ⑷是曲线 7 的带自然参数的方程，那么曲线7 〃以 
r * = r ( s ) + a ( s ) n ( s ) 给出，其中 n ( s ) 是曲线 7 的主法向量，而 a ( s ) 是 


形式 


某个数值函数.显然, 


d 


般说来”不是曲线 7* 的自然参数.我们有 

as 


v + n — a + a(-fcv + xh). 进而从条件推知 
ds 

量丢 r * 平行于向量 V *，所以（丢 r*〆 

as \as 


d 


ds 


r ' n 


乒 r ' n * 

as 


0. 这就证明了 


A 

ds 


本 


,n 


因为向 
= 0 ■把 


冬 f 的表达式代人，我们得到妾 a 

as ds 

b ) 从前一个小题的解答推出 


0. IP a = const - 


ds 


r * = v(l — afc ) + axh. 


对于 s 微分这个等式并且利用弗雷内公式，我们得到 


ds 2 


T 


本 


A ; n(l — ak) 4- v ^- (1 — ah) + a {^T~ — ax ^ n . 


ds 


d 


d 2 


我们指出：向量 f r *，^ 

ds as 1 


r \ rC 位于曲线 7 * 的密切平面上.根据条件 n = 土 n *， 


d 


r *) x n = (1 — ak)b — a>^v 和 


d 2 


r 


* 


x n 


fs {1 ~ ak) ) h 


ds' r — ^ ―厂 . . \ds 2 

共线.因此这些向量的坐标成比例，即 w ^ )(1 ; Qfc) = Q - (rf/d5)x , 这 

1 — ak ax 

)=0. 由此得到 -——= b = const ， 即 afc + ■二 1，其中 a 

/ yc 


所以向量 

a (l + 

等价于 

as \ x 

和&是常数. 

18.35. 设原来的曲线有形式 r 二 r ( s ). 我们指出，作为同原来的曲线组成贝 
特朗曲线对的曲线，可以取 p ( s ) = r ( s ) + an ⑷，其中 n ( s ) 是原来曲线的法向量. 

容易指出1 P = (1 — afc ) v ⑷ + ⑽ b ⑷， 它垂直于 n ⑷. 进而，容易验证 


d 2 

d^ P 


(1 — ak)kn — a (冬 v + a-^- xh — a^n. 

\ds / ds 


为了证明 p (5) = r ( s ) + an(s) 同原来的曲线组成贝特朗曲线对，只需指出向量 
去 p , 和 n 共面，即平行于一个平面.为此只需验证向量 gp ) x n 和 

^2 p ) x n 成比例.容易指出 


\as 


A 

ds 


p ) x n = (1 — ak)b — axv ， 


ds 2 


p ) xn= - a (£ k ) b ~(£^) av ' 
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因为= b = const , 故 = o . 这个等式可以改写为 

x as \ k / 

- a ( d / ds)k = a ( d / ds )' 由此推知向量 （# ) xn 和（矣 p ) xn 成比例_ 

1 — ak ax \ds ) \ as z / 


18.36. 利用习题 18.35. 在其中令6 = 0, a = 1/ fe . 

18.39. 设曲线 7 由自然参数表示 r = r ⑷给定，那么曲线 7 *由形式如 
p ( s ) = v ( s )^ Xb ( s ) 的方程给定.因为 7* 的副法线平行于 b , 所以 < b ，^ p ) = 0. 


由此得到^入= 0,即 A 是常量.于是^ p = v 一 Axn , 进而^ p = An — 乂观 一 


Axn + \ xk \ — A ^ b . 现在注意到 


〈去^ p ， b 〉 = 0,则得 Ax 2 = 0. 


因为曲线7和 


7* 是不同的，故 > r =0. 

18.40. 设 r = r(s) 是曲线 7 的自然参数表示.我们以形式 p(s) = r(s) + 
X ( s ) n ( s ) 写出曲线 V ，其中 n ⑷是曲线7的主法向量，而 A ⑷是某个数值函数. 

我们有 = v + A(-A;v + >rb) + An. 因为〈去 P’ b *〉 = 0, 故〈去 p ， n〉 = 0. 


由此得到入= const , 并且^ p = v + A (- A:v + > ch ). 进而向量^ ■ p = -Xkv + 

(k — Xk 2 — X^)n + Axb 正交于向量 b * = n . 由此得 A ; — AA : 2 — Ax 2 = 0,即 
k^XiP + M 2 ). 

18.54. 设 A : 和％分别是带自然参数 s 的参数表示的原曲线的曲率和挠率, 
而 fc * 和/分别是其渐屈线的曲率和挠率，那么 


k* = 


sk 



x 2 d 
sk ( k 2 + x 2 ) ds 



18.55. 对于广义螺旋线比值 A :/% 是常数.由此根据习题 18.54 即得所求. 


18.56. 我们把垂足曲线写成形式 p ⑴= r (() + A ⑴ r ' ⑴.数值函数 A 从条 
件 { p ^)=0 求得.我们有 A = 由此得到沖 ）= r — r '¥. 


18.57, x = a ( cost + 


h 2 t 


a 2 + h 2 


sin t ) 9 y = a ( sin t — 


h 2 t 


a 2 + h 2 


cost 


z = a 2 ht /( a 2 + h 2 ). 


18.65. a ) 单位副法向量 b 二 (-1,0,0) 平行于轴 Or 曲线在所考虑的点的 
密切平面同平面 xOy 重合.密切圆的中心位于点 (0,1,0). 这个圆周的半径等于 
1. 密切圆可以由方程 ( y - l ) 2 + z 2 = l , x = 0 给定. 

b ) (工 — 2 ) + (沒 + 3) 2 + (^ — 4) 2 = — , 2 rr — 2^/ — 2 ： — 3 = 0. 
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18.66. 利用习题 18.64. 曲线的曲率半径等于 


(1 +4 t 2 +9 t 4 ) 3 / 2 
(36 t 4 + 36 i 2 + 4) 1 / 2 


进而 


- dR dR dt ds 

•/? —^ — == ■ 

ds dt ds dt 

由此得到密切球的半径等于 1/2. 

—— 、 a 2 + / i 2 ，、… / 


(1 +4^ 2 + 9 t 4 ) 1/2 . 


18.67. a ) 


; b ) ( e 1 + e _£ ) 


+ ( e £ - e ~ £ ) 2 ; c ) 3\/2 e £ . 


18.69. 螺旋线，位于圆柱面 x 2 ^ y 2 = h ^/ a 2 ±, 并且螺距为 1. 
18.72. 设所考察曲线的参数表不是 z = x ( t ), y = y ( t ), z = z ( t ). 


考察函数 


x { t ) - x ( t 0 ) y ( t ) - y ( t 0 ) z ( t ) - z ( t 0 ) 


W ⑴ 


邱 o ) 


y’(M 


邱 0) 


把 x(t), y(t) ， z(t) 展开成泰勒级数，并且使^⑷的表达式中的 （t - i 。) 3 的系数 
等于零.我们得到 

x ,f, (to) y 川 (to) z f,, (to) 

^(to) y/(t 0 ) z f (to) = o. 

工〃 (M y" (to) z /f (t 0 ) 

因此所考察的曲线的挠率等于 0. 

18 . 74 . R = r+ 2 A :| H 〉 (〈 r ， + -〈 r ， 十). 


18.75 - R 


r x r 


2| r | 2 ( r ’ x r ") + ( r ’ x r )| r ’| 2 
( e , n ) /, \ 一 、、 -hi 


(| r ’ x r |[ r ’] -〈 r ， r ’〉 r ) 


18.76. R = r + 、 k ( n ( e , n ) - v ( e , v )). 如果曲线由方程 r = r ⑴给定, 

R = r + 2^xr^l (| 〆 X e|[r ' ] — 〈 〆， e 〉 r ') ■ 

如果曲线的方程由 y = / Or ) 给定，则 

X = x - 2r( X ) f{x) - 27V) ■ ’ 


则 


/ ㈤ 


(m - lf { x )) 2 (m - lf ( x )) (l + mf ( x )) 


2/" ㈤ 


2/" ㈤ 




其中 e = 
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18.78. a ) 设橢圆由参数形式给定： a :( i ) = a cost , y ( t ) = b sin t , 则椭圆的渐 
屈线以形式 

^2 _ u2 u2 _ jJI 

x ( t ) = - cos 3 t y y ( t )= —-—— sin 3 1 

a b 

给定.曲率半径等于 （ a 2 sin 2 1 + 6 2 cos 2 #/ 2 / (邮.为了求椭圆的渐伸线的方程， 
我们把椭圆弧长的表达式写成 


s { t ) 



a 2 sin 2 t + b 2 cos 2 f dt . 


我们指出，这个初等函数的积分积不出来.利用这个函数我们得到 

X = acosi 4- { s ( t ) - y = bsmt - { s { t ) - C )^^- 


〆 ⑷ 


s f { t ) 


这里 c 是任意常数. 

b) 设双曲线的参数表; TC 有下列形式: x (《） = a cosh y ( t ) — fesinht, 那么渐 
屈线的方程有形式 


x = cosh 3 y = 

a 


a 2 + b 2 


sinh 3 1. 


双曲线的曲率半径等于 （ a 2 sinh 2 1 + b 2 cosh 2 tf /2 /{ab). 

c ) 拋物线的参数表示有下列形 式：： c ( i ) = t, y=^~. 渐屈线由形如 z = 

2 p 

—昏 ， y = P + 尝的方程给定.抛物线的曲率半径等于” ( 1 +募 )3/2 . 

d ) 这个曲线的渐屈线由形式如 a : = —an + a(t f — sini 7 ), y = —2 a + a(l - 
cos t f ), = t + 7 r 的方程给定.给定曲线的曲率半径等于只 = 4 a sin ^ . 

e ) 提示转换到笛卡儿坐标. 

渐屈线的方程有下列形式: x = ^ (cosy? —cos 2 (^ + 2), y = ^ (1 — cos ip) simp. 
这个曲线是心脏线.为了确信这一事实，只需作代换 ifi — t , 并且作坐标变换 
X = -(x-|a), Y = y. 原曲线的曲率半径等于 cos I ■ 

f) 渐屈线： X = x — a sinh — cosh — ^ Y = 2a cosh — . 曲率半径： acosh 2 王.悬 

a a a a 

链线的经过其顶点的渐伸线由形式 «lntan | + cos ^)， dsin ^) 给定，即它是曳 
物线. 

g ) 渐 屈线： 
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曲率 半径: a (l + £^ 2 ) 3 / 2 /(2 + ^ 2 ). 
渐 伸线： 


x = a<p cos (f — (C + s) 


cos ip — ip sin 

y/\ + 


y = aifisimp — (C + s) 


sin (f 七 cos ^ 
\/i + <p 2 


其中 s = a((fy/l + <f 2 + ln((^ H- y/l H- c/? 2 ))/2, 而 C 是任意常数. 
18.79. 对数螺线的渐屈线以形式 


x = —of In a sin y = a^lna cos ip 

给定.容易检验，这些公式可以用下列方式改写： 


x 


(a _7ry，2 In a)a^ cos (.+#)， y = (a _7r / 2 In a)a^ +ip sin (吾 + W). 


现在容易验证这些方程给出带同样参数 a 相对于原曲线旋转角 tt /2 的对数螺线. 

18.82. x = a cos t-\~(at — C) sin?/, y = as’mt — (at — C) cost, 其中 C 是任意 

常数. 

t 

18.83« Sr sin - . 

2 

18.85. 我们给出星形线的参数表示 ： a:= 丑 cos 3 ~,y = Rsin 3 f -. 渐 屈线： 

x = R cos cos 2 7+3 sin 2 美)， y = R sin \ ( sin 2 ^ + 3 cos 2 - ). 

4 \ 4 2 / 4 V 4 2 / 

通过正交变换 X = (x- y)/V2, Y = (x + y)/V2, 即通过旋转角 tt /4, 渐屈线的 
方程转换成形式 


x = 2i?cos 3 (j + 0, y = 2 丑 sin 3 (! + ;). 

18.88. 这样的曲线的自然方程 ： fc = ,其中 C 是任意常数. 

—S + C 

18*89. p = p(s)y/(s) 和 ex = ( f { s )+ const- 

18.92. 设曲线 7 以自然参数方程 r = r( S ) 给出.在这种情形下，曲线 7 * 由 
方程 p(s) = I ■⑷+ ⑷给出，其中 n(s) 是曲线 7 的主法向量.我们指出，一般 
来说， S 并非曲线 V 的自然参数.我们有 

p，= f bl p，，= l(l)~T ni p，xp，，= S v - 

由此得到 fc * = fc , > c * = k 2 j > c . 

18.94. I f ’？ ; 在特殊情 形下 ： \ k\n\. 

6 |r 7 x r" 6 



2 ■ 
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18.96. 指出，渐近方向不可能垂直于旋转轴. 

18.110. 应当取在弧的端点切线平行的螺旋线的任意弧，并且用平面曲线连 
结端点.自然，螺旋线弧在端点应当稍许延续，以便挠率连续过渡到零. 

18.133. 利用高斯-博内公式和高斯映射下球面的面积形式的原像的公式. 


19.1 .设 a,6,c ? a;fq/3 分别是直角边，斜边，从斜边中点引向 a 的垂线和边 
6的对角，那么由正弦定理 


sinhx = sinh - sin/3, 


而从另 一^ 方面， 


Q Q C C 

sinh 6 = sinh c sin 2 sinh - cosh - = 2 sinh — cosh - sin 8. 

2 2 2 2 M 

于是丁 H = "- S -!! S 6/ / o !. 再注意到函数 cosh 和 S inh 在 R + 上递增即得结论. 

smn(o/2) cosh(c/2) 

19*4. a) 7r; b) 7r/2; c) 7t/ 2; d) 7r/6: e) 7r/2; f) n/2; g) 7r/4. 


19 . 5 . 4 arcsin 


7! 


19.7. tt/2. 

19.14. b) ds 2 = ^ 

c) rh = 2r? 2 = 2rl 1 = 

r?i = r l 22 = o. 

e) 单位圆的弦和直径. 


(1 — y 2 )dx 2 -h 2xydxdy + (1 — x 2 )dy 2 

(1 -x 2 - y 2 ) 2 
2 t 

2 ^21 = I _ x 2 _y2^ ^22 = 2rj 2 = 2^! 


2 y 

1 — x 2 — y 21 


19.16. 考察由血 2 + 办 2 + 心 2 - 如 ； 2 给定的伪欧几里得数量积的崎.设 C 
是锥面 x 2 y 2 -\-z 2 — w 2 = 0,那么，5 2 = CO { if ； = -1}. 在球面 S 2 上的圆周是 
它的超平面 Ilj : a # + — 呔加= 0 (z = 1,2) 的交令 ％ = ( ai ，6 i ， Q ， 木). 

留下的事情是验证 cos ^= ^4, 

I71II72I 


留下的事情是验证 cos 


1 1 2 

19.17. a) - (a 2 sin 2 u-\-b 2 cos 2 u)du 2 

+ -(6 2 - a 2 ) sinucos u(v —— dudv 

+ |((1 — 各） (a 2 cos 2 ti + 6 2 sin 2 u)+ c 2 (l + 4) ^dv 2 

b) ( u _^”) 4 {a 2 (v 2 — l) 2 + 4b 2 v 2 + c 2 (v 2 + l) 2 )du 2 
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-f 2{a 2 (u 2 — l){v 2 — 1) — Ab 2 uv + c 2 (u 2 + l)(u 2 + l))dudv 
+ 7 ——- ~—(a 2 (w 2 — l ) 2 + 46 2 u 2 + c 2 (u 2 + l) 2 )dv 2 : 

(U + Vy 

c) |(”一 i) ( fl2 sin 2 u-\-b 2 cos 2 u)du 2 + ^(6 2 — a 2 ) sin u cos u —— 

+ i((l + $) (° 2 cos2 u si^ 2 u ) + c 2 ^1 — )di; 2 ; 

d) (p sin 2 u-\- q cos 2 u)v 2 du 2 + 2(q — p) sin u cos ududv 
+ (p cos 2 u -f q sin 2 u + v 2 )dv 2 \ 

e) (p + 殳 + 4v 2 )du 2 -f 2(p — q + 4uv)dudv + (p + g + Au 2 )dv 2 \ 

f) (a 2 sin 2 u + b 2 cos 2 u)du 2 + dv 2 ; 

19.21. 球面： ds 2 = dw 2 + i ? 2 cos 2 (u/R)dv 2 . 

环面： ds 2 = dw 2 + fa + 6cosD dv 2 . 


dudv 


悬链面： ds 2 
伪球 面：心 2 


du 2 -f ( a 2 + u 2 ) dv 2 . 
du 2 + e ~ 2 u ^ a dv 2 . 


提示 u 是经线的自然参数. 

19 . 22 . ds 2 = du 2 + e - 2 &/ a ^ 2 , 令 w 


Vy V 


我们得到心 2 


^2 ( du 2 + dv 2 ) 


19 . 26 •设 r = F ( p ) 是待求的依赖关系.我们有 


ds 2 = (/ /2 + g /2 )dr 2 + f 2 d^p 2 = (/ /2 + g ，2 )F f2 dp 2 + f 2 d(p 2 
= A 2 (du 2 + dv 2 ) = A 2 (dp 2 4 - p 2 dip 2 ), 


滅得到方程^ 


7 ,2 + 9 ,2 


,解之得所求的依赖关系 


In p 



尸 2( r ) + ff /2 ⑺ 

/W 


dr , 


把这个公式应用到悬链面即得 P = e '令 


pcostf , v = psirup , 我们得到 




Re «)， 




Rg ( — iw + 一 ) ， 
V w / 


z = - ln ( u 2 -f v 2 ) = Re In it ;, w = u + iv , 0 < | i ^| < oc 

△ 
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19.28. 设曲面 M 2 C R 3 由方程而 = Xi { p , q ) (i = 1,2,3) 给定，而变量 p 和 
q 在平面的某个区域变化.设 : Ei = Xi{p ， q) 是实解析函数.二元组 (p, q) 可以看 
做曲面 M 2 上点的坐标.在 Af 2 上的曲线 C 由方程 

P = P ⑴， q = q(t) {a^t ^b) 

给定.弧长元素通过向量 X = (0：1，0：2,0：3)由 

ds 2 = ( dx , dx ) = (xpdp + Xqdq , x p dp + x q dq } 

表达，或由 

ds 2 = { x p , x p ) dp 2 4 - 2( x pj x q )dpdq + ( x q , K q ) dq 2 
= Edp 2 + 2 Fdpdq + Gdq 2 


表达，其中五 = 〈 X p ， X p 〉， F = (x p ,Xq), G = (Xg,X g ). 

由于弧长元素心 2 总是正的,故 W 2 = EG - F 2 同样是正的.要找带弧长元 
蓄 ds 2 = X ( u , v )( du 2 + dv 2 ) 的坐标系 ( u ， v ). 我们有 


ds 


2 


( yEdp + F dq^j ( y/Edp 


iW 


假定我们可以找到 积、 分因子 


a = 


( T \ + i ( 7 2 , 使得 


(yEdp^^^dq) 


du + idv 


随之有 


(^ s/E dp + 


F-iW 

~7 W ~ 


匈) 


du — idv 


并且 \ a \ 2 ds 2 = du 2 + dv 2 . 令 a 2 二 1/ A ， 我们就得到待求的等温坐标 ( u , v ). 于是 
找到了积分因子就得到了等温坐标，积分因子把表达式 Mdp +^^ dq 转换 

为全微分.微分也+ — 可以写成形式 


du + idv 


du . dv \ 7 (du . dv \ , 


进而 


du .dv 

W P 


r- du .dv F-^iW 

未 T q +% = a -7 W ~ 


消去 a ， 我们得到 
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或 


E ^ = Fp — 

oq op 


W 


dv 

dp 


dv 

dq 


Wp-hF^. 

op op 


对于未知函数 dv / dp 和 dv / dq 解这个方程组，我们得到 


dv 

dp 


F ( du / dp ) — E ( du / dq ) 
^EG - F 2 


dv 

dq 


G ( du / dp ) — F ( du / dq ) 


>JEG - F 2 


(*) 


类似地, 


du 

dp 


E ( dv / dq ) — F ( dv / dp ) 


^EG - F 2 


du 

dq 


F ( dv / dq ) - G ( dv / dp ) 


VEG - F 2 


因此 w 满足方程 


d ( F { du / dp ) — E ( du / dq ) 


3 a \ W 


d 

+ d~ P 


F ( du / dq ) — G ( du / dp ) 


W 


它称为贝尔特拉米 # 普拉斯方程.如果知道了在点的邻域中的第二组等温坐 
标 x , y ， 那么有心 2 = fjL ( dx 2 + dy 2 ). 用坐标 ( x ， y ) 代替坐标 （ p ， g )， 我们得到 

^ ” n 〜 dv du dv du 

E 二 G = fi , F = 0 ^\ —=, — =—- 

ox oy oy ox 

这样我们得到了柯西-黎曼方程，由此看出，函数 u 和 t ; 是共轭调和函数，而 
函数/ = w +如是2 = x +切的解析函数.这时贝尔特拉米#普拉斯方程就取 
熟知的拉普拉斯方程的形式 d 2 u / dx 2 + d 2 u / dy 2 = o. 我们称定义在 m 2 上的函 
数 f ( P ， q ) 为 M 2 上的复位势，如果它的实部和虚部满足方程 （*). 这样一来，在 
流形 M 2 上的复位势的实部和虚部就给岀在 M 2 的点的邻域中的等温坐标.我 
们指出，这些坐标是局 部的： 一般地说，它们不能定义在整个2维流 形上； 当从 
一个点过渡到另一个点时，复位势将改变. 

19.30. a ) 考察球面上的某条曲线 ^ = 当沿这条曲线运动时罗盘指针 

同运动方向构成由关系 tan # = sin 0 尝 确定的角分.这里角咕从2/轴开始按顺 


时针方向测量.在地图上我们得到 


dy 

dx 


tan (# +吾)=-^ 从这两个关系 


推出 


sin 6 


d(f 


86 dip d6 


dx/dd 
dy/dO 
dy d(^\ dtp 
dio dO / d6 


V 2J tan# 
dx/d0-\- {dx/d(f){dip/d9) 

dy /&e + {d y / d^>){dip / dey 

.. dx dx dip 

sme = - de ~ d ^ M ' 


因为这个关系应当在所考虑的点对于 dip/de 的任意值都满足，那么比较 d^p/de 
的左右两部分同次幂的系数,我们得到 


dy 

dtp 


2/ W ， 


dx 

de 


咖)， 
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dy dx 


ae dip 

从前面倒数第二行中的两个关系推出这个等式左端只依赖于 0, 右端只依赖％ 
所以这个关系的两端应当是常值.我们令这个常数等于 1. 于是在麦卡托投影中 
的映射由下列公式 给定： 


A 



de 

sinO 


b ) ds 2 = dO 2 + sin 2 0 d ( f 2 = sin 2 d { dx 2 + dy 2 ) 


In cot 

2 

一 dx 2 + dy 
cosh 2 y 


19.32. ds 2 = d \ 2 + siuh 2 dip 2 . 

19.33. ds 、 d 々 义 . 

(i - p 2 r 

19.40. 提示以三维柱面的形式构造三维空间到四维空间中的等距映射. 
19.49. 提示证明反向的弯曲过程会 更好: 度量为心 2 =如 2 + 5 2 ⑻如 2 的 
形式如 


19.33. ds 2 


g { u ) sin < p , 


z = — 



x = g ( u ) cosp , 

的旋转曲面弯曲成形式如 X 


的旋转曲面咢曲成形式如 ：r = y / g 2 ~ h 2 cos { ip ^ hF ( u )), y 
-\- hF ( u )), z = h(p + h 2 F ( u ) + G { u , h ) 的螺旋面 5^. 

解答 a ) 和 b ) 这两个小题是显然的. 

为了证明小题 c ), 首先计算一般螺旋面的度量.我们得到 


1 — g f2 du 


g 2 — h 2 shi(w 


ds 2 = (1 + f ,2 ( u )) du 2 -f 2 hf ( u)dudv + ( h 2 + u 2 ) dv 2 . 


作变量替换 


u = 


u ( r ), v = H ( r ) + 用新的变量，度量呈现出形式 


ds 2 = ((1 4- f 2 { u { r ))) u t 2 ( r ) + 2 hf ( r ) u f ( r ) H \ r ) + ( h 2 + u 2 ( r )) H /2 ( r )) dr 2 
+ 2 ( hf ( r ) u f ( r ) + ( h 2 + u 2 ( r )) H f ( r )) drd<p + { h 2 + u 2 ( r )) d < p 2 . 

为了得到旋转度量，只需要求 

hf ( r ) u f ( r ) + ( h 2 + u 2 { r )) H f { r ) = 0, 

(1 + f 2 { u { r ))) u a ( r ) - j - 2 hf { r ) u , { r ) H , { r ) + ( h 2 + u 2 { r )) H f 2 { r ) = 1. 

我们得到把度量化简为旋转度量心 2 = dr 2 + G 2 ( r)V 所需要的代换 


r ( u ) 


1 + §^， 释) 



hf ’、 v)du 
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其中 w = u ( r ), G 2 = h 2 -\- u 2 ( r ). 

反之，有了形式如心 2 = 办 2 + G 2 ( r ) dif 2 的度量，容易适当选取代换 r = 
r ⑻， <p = v ~ H ( r ), 以便得到相应于函数 /( u ) 的一般螺旋面的度量. 
d ) 公式 

x = y / g 2 { u ) — h 2 cos (ip + hF ( u )) , 
y = \ fg 2 { u ) - h 2 sin ( iphF ( u )), 

2 = hip + h 2 F ( u ) 4- G { u , l ) 


给出需要的弯曲，其中 

hRdu ⑺、 f gRdu 

g(9 2 -^y G{u) = -J 
於二 一 h 2 — gv 2 , 而 & 是数值参数. 

e ) 因为 x(u, v\ t) = ucos(u + i ), y(u,v,t) = usin(v + i ), z(u^Vjt) = h(v-\-t) + 

f(u), 那么滑动形变引起全空间的由平行于 Oz 轴的带常速度向量 v = (0,0,/ i ) 
的平动和绕 Oz 轴的带常角速度1的转动组成的螺旋运动.把平动和转动部分 
分开来写，从而写出从点 (x ， y,z) 到其在时刻 i 的位置的转换规律. 

19.50. 设70 : u =叫;如 )， t ; = r ( t ; 如，如）是点 （ uo , 抑）在滑动形变时的 

轨道.设点 (^ O ^ o ) 对应 i = 0时的值.在滑动形变引起的等距中，对于给定的参 
数值 t ， 每一个开始于 ( u 0 ， v 0 ) 的曲线弧 7 转换成开始于它的对应于值 t 的点的 
同一条曲线.过曲线％的点引正交于它的测地线 r t ， 并且在它们的每一个上标 
记同70的对应点有某个同值距离 d 的点 M t (d). 因为对于充分小的任意 t ， 点 
( uo . vo ) 的邻域等距于点 



U = u(t ； Uo,Vo), V = v ( t ； Uq,V 0 ) 

的邻域，故在这个等距之下，从点 ( uo ^ vo ) 出发的正交于70的测地线 r 0 对应 
同样从点 ( no , Vo ) 出发的测地线 r t ， 它在对应的点正交于70,由于距离保持，点 
M t ( d ) 正是 M 0 ( d ) G T 0 的对应点.因此，对于各个 d , 点 M t ( d ) 将组成点 M 0 ( d ) 
的轨道，用表示这个轨道.由于在上弧的对应是等距的，每条曲线的 
测地曲率保持常值.取平行测地线 r t 的族和正交于它们的曲线，即曲线 7d 的 
族之后，我们引进半测地坐标系.为了书写简便，我们保留老的记号给新 
坐标.在半测地坐标系中的长度公式的形式是 ds 2 ^ G ( u , v ) dv 2 , 并且曲线 7d 对 

应于 u = const . 计算这条曲线的测地曲率心，我们得到心=但是因 

2 G ou 

为它沿每条曲线 u = const 是常数，故表达式不依赖于〃，因此事实上， 

OU 


部分习题的答案和解答 


G(u,v) = G{u\ 而这正好表明心 2 是旋转度量 . 


20.1. a ) 我们有 

r u = (a sinh u cos v , a sinh u sin v , c cosh u)^ 
r v = (—acoshusinv^acoshucosv^ 0), 

r u x r v = (—ac cosh 2 u cos v^—ac cosh 2 usinv y a 2 cosh u sinh u) y 


r u x r v 


r u x 
r u x r v 


a cosh u\ c 2 cosh 2 u +a 2 sinh 2 u ， 
v (—c cosh u cos —c cosh u sin a sinh u) 

^ V c 2 cosh 2 u + a 2 sinh 2 u 


r uu = (a cosh u cos a cosh u sin c sinh u) y 
r uv = (—a sinh u sin w，a sinh cost> ， 0 )， 


vv 


(—a coshu cost;, —acoshtisinv^O), 

ac (— cosh 2 u cos 2 v — cosh 2 u sin 2 v + sinh 2 u) 


(r U ton) 


c 2 cosh 2 u + a 2 sinh 2 u 


ac 


c 2 cosh 2 u + a 2 sinh 2 u 


= 〈 r ^；， n 〉 


iV = {t vv ? n) 


V c 2 cosh 2 u + a 2 sinh 2 u 
+(—c cosh u sin u)(a sinh u cos u)) = 0, 

1 


((—c cosh w cost;) (—a sinh u sin v) 


c 2 cosh 2 n + a 2 sinh 2 u 


((—ccoshucosv)(—acoshucosv) 


+ (—ccoshusinw)(—acoshusini;)) = ac cosh u 

V c 2 cosh 2 u + a 2 sinh 2 u 

效案 ac(- 也 2 + cosh 2 udv 2 ) 

V c 2 cosh 2 u + a 2 sinh 2 u 

b ) 我们有 

t u = (a cosh u cos v , a cosh u sin v , c sinh u ) ) 

= (—a sinh w sin v, a sinh u cos 0), 
r u x r v = (—ac sinh 2 u cost ;， 一 ac sinh 2 u sin v ， a 2 cosh u sinh w), 

r u x t v \ = a sinh uy a 2 cosh 2 u + c 2 sinh 2 u ， 


t u x r v 

r u x r v 


(—csinhucosv^ —c sinh usinv^ a cosh u) 
va 2 cosh 2 u + c 2 sinh 2 u 


r uu = (a sinh u cos v 7 a sinh u sin v , c cosh u ), 
r uv = (—a cosh u sin a cosh u cos 0), 
r vv = (—asinhucost;, —asinhwsinv, 0), 


部分习题的答案和解答 


〈 ruw ， n 〉 


ac (— sinh 2 u cos 2 v — sinh 2 u sin 2 v + cosh 2 u) 


a 2 cosh 2 u + c 2 sinh 2 u 


ac 


a 2 cosh 2 w + c 2 sinh 2 u 


A/ = {v uvi n) 


\Ja 2 cosh 2 u + c 2 sinh 2 u 
+ (—csinhusinv)(acoshucosv)) = 0, 


((—csinhucosv)(—acoshusmv) 


iV = {t vv1 n) 


a 2 cosh 2 u + c 2 sinh 2 u 


((—c sinh tz cost;) (—a sinh u cost;) 


答案 : 


+ (—c sinh u sin v) (—a sinh u sin v)) 
ac(du 2 + sinh 2 udv 2 ) 


\/ a 2 cosh 2 u + c 2 sinh 2 u 


ac 


sinh 2 


a 2 cosh 2 u + c 2 sinh 2 u 


20.2. 为了确定起见，假定 w > 0,我们有 

r u = ( cost ;， sint >，2 u )， r v = (—w sin cost , 0)， 

r u x r v = (—2 u 2 cosv , —2 u 2 sinv , u ), | r w x r v \ = uy /\ + 4 u 2 , 

n = = 7 f ^ { - 2ucosv ' - 2 一 ”， 

v uu = (0,0,2)， v uv = (— sinv ， cost ;，0)， tVy = (一 wcost ;， 一 wsinv ，0)， 
L = (v uu , n) = 2 / \/l + 4 u 2 , 


= 〈 r wv ， n 〉 = 
■/V = (r^u, n)= 

答案： -7== 

y/l + 4u 2 
20.3 . 我们有 


((—2wcosv)(—sinv) + (—2usint;) cosu) 


Vl + 4u 2 - - 、 - ， 

(—2ucosv)(—ucosv) + (—2u sinv)(—usinv) 

y/l + Au 2 

(du 2 + u 2 dv 2 ). 


2u 2 

1 + 4u 2 


r u = (0,0, 1) ， t v = (—Rsinv^ Rcosv^ 0), 

r u 'x r v = (—Rcosv, —Rsinv^O), |r w x r^l = R, 

n = - -- = (— cost ;，一 sinu, 0 )， 

jr^ x v v I 

r U u = (0,0,0) ， r uv = (0,0,0), = (—iRcosu ，一 jRsinu ， 0) 


(— cost ;，一 sinu, 0) 


UUl 


n) = 0, M = (t uv , n) 


N = (r^, n) = (- cosv)(—Rcosv) + (- sinv)(—Rsinv) = R. 
答案： Rdv 2 . 

20.4. 为了明确起见，设 u > 0 . 我们有 

r u = (cos v, sin v, A:), r v = (一 usinv ， wcost; ， 0 )， 

r u x = (—kucosv ， —kusinv^u), |r^ x r v | = u^Y+ k 2 . 


部分习题的答案和解答 


^uu 


T u X Tv 

| r u x r v \ 

-( 0 , 0 , 0 ) 

〈 Fuu ， n 〉 = 


^UV 


(— A ; cost ;, —fesin 1)， 


1+ A : 2 、 … 

v = {— sinu，cos v ，0)， r vv = (— wcosr ，一 usint ;，0) 


= 〈 r ^^， n 〉 


TV = {t vv , n) 


((— kcosv ) (— sin v ) + (— ksinv ) cost ;) 


Vl + fc 2 

(— A ; cosu )(— txcosv ) + (—fc sin v)(—u sin v ) 

v / r+P 


ku 


答案: 


kudv 2 


y/l + k 2 
20.5. 我们有 

r = ( ucosv 1 u sinv , f { v )), r u = ( cost ， sinu ，0)， r v = (— usinv ^ u cos f f ) 
E = ( r u , r u ) = 1 ， F = { r u , r v ) =0 ， G = = w 2 + (/’) 2 ， 


t u xt v = { f f cosv . u ), \ r u x r v 


uu 


Tu X 

| r u x r^l 

= ( 0 , 0 , 0 ) 


/ 4 / 4 / 4 I W \ Y 

^===(rsin^-rcos V , U ), 

r uv = (- sinv ^ cosu , 0), = (一 

f \ M 


u 2 4 - (/') 2 , 


(r U u,n) = 0 ， M = 〈 r ⑽， n〉= -f/y/u 2 4 - (/’) 2 , 

AT x v uf ” LN - M 2 

N = {rvv ^ n) = K= ^_ = 


(— ucosv ^ — usinv ^ f ’’）、 

r 7 M 2 


u 2 + (尸 ) 2 ， 


(r ) 2 

(u 2 + (/0 2 ) 2 ' 


于是 K = A1A2 < 0，因此，主曲率 Ai 和 A2 有不同的符号. 

20.6. 设 v ， n ， b 是给定曲线的弗雷内标架,那么曲面由方程 r ( S ) u ) 
ub ( s ) 给定,其中 s 是曲线 p 的自然参数.此时 r s = v - uxn , r u = b , 


p(s) 


( r 8 , r s ) = 1 + u 2 ^ 2 ， F 


r s x r u 


m 


•u = -n - uxv , | r 5 x r u 

r s x r u — _1 ( 

r 5 x r u | \/l + u 2 x 2 


(^ s ) r u ) 二0 ， G 

\ = \/l 4- u 2 h 2 , 
(uxv H - n )， 




t s3 = kn — ukn — ux{—kv + xrb ) = uk>cv + (k — uk)n — ux^h 

, n r > . ku 2 ^ 2 ^rk — uk 

^su = 一知 n ， t uu = 0 ， L = \Y SS1 m) = . —， 

• v 1 + W 


M 


K 


〈 r su , m ) = - > c/\/l + u 2 x 2 , N 二 ( r uu , m ) 

LN - M 2 x 2 

EG - F 2 = — (1 + w 2 % 2 ) 2 , 

EN - hGL - 2 MF k + ku 2 ^ - uk 
EG - F 2 = —~(1+ W 2 x 2)3/2 . 


H 


答案 ：K 


X 2 

(1+ U 2 X 2 ) 2 ’ 


H =- 


k + ku 2 ^ — uk 

(1 + u 2 > f 2 ) 3 / 2 



部分习题的答案和解答 


• 291 , 


20.7. 设 v ， n ， b 是给定曲线的弗雷内标架,那么曲面由方程 r ( s , u ) = p ( s ) 
un ( s ) 给定，其中 S 是曲线 p 的自然参数.此时 


= v — kuv + u>cb = (1 — ku)v + uxb y r u = n , 

E = ( r s , r s ) = (1 - ku ) 2 + u 2 ^ 2 , F = ( r s ； r u ) =0， G = ( r u , r u ) 

r s x r u = —ukv + (1 — ku ) b , | r 5 x r u | = y/{l — ku ) 2 + u 2 x 2 , 

V 8 x r u " 


1， 


m 


ku ) b )^ 


^33 


^^ = ; -- {-UKW + (1 - 

| r s x r u | y/(l — ku ) 2 u 2 h 2 
—ukv + fe(l — ku)n + ukh — ux^n = —kuv -f ( A ; — k 2 u — + kvh^ 

{kx — kk)u 2 + ku 


r su = -fcv + xb ， v uu = 0， L = ( r 83} m ) 


^(1 — ku ) 2 + u 2 x 21 


M 


K 


H 


( r 3 Ul m ) = W (1 - ku ) 2 + u 2 x 2 , N = ( r uui m ) = 0, 

LTV - M 2 _ x 2 

EG — F 2 ((1 — ku ) 2 ) 2 + u 2 x 2 ) 2 ' 

EN + GL -2 MF ( k > c - kk ) u 2 + ku 


EG - F 2 


((1 — ku ) 2 + u 2 x 2 ) 3 〆 2 


答案 : K 


x 2 


((1 — ku) 2 ) 2 + u 2 h 2 ) 


2 


H 


(kx — kk)u 


2 


(( l - ku ) 2 ^ u 2 x 2 f /2 ^ 


20,9. 我 们有 ： r 


a , 、 b , 、 uv 

2^ u ~ v ^2 ^ U ^ V ^Y 


r u 


a b 
2'2 y 



r v 



b u 

歹， 2 


E = (r u , t u ) 


=-( a 2 + 6 2 + ti 2 ), 


F = {T Ul Yy) 


r u x r v 


( b 2 - a 2 + uv ), G = { r v , r v ) 


—- ( a 2 + 6 2 + u 2 ), 


n 


4 

r u x r ,； 


( b(u — v ), — a(w + v )，2 a 6)， 

( b(u — v ) } — a(u + v )^ 2 ab ) 


\ r u x r v 


y / a 2 (u - f - v ) 2 + b 2 (u — v ) 2 + 4 a 2 & 2 ’ 

^uv = (0,0,1/2), r vv = (0,0,0), L = 


ab 


^uu = (0,0,0), 

M = ( r uv . n ) = _ _ _ 

y / a 2 ( u ~\~ v ) 2 + b 2 (u — v ) 2 4 - 4 a 2 b 2 

我们写出确定曲率线的微分 方程： 


〈 r uu ， n 〉 = 0, 


N = { y vv , n ) = 0 


0 


dv 2 —dudv du 2 


E 

L 


F 


G 


M N 


- M ( Gdv 2 - Edu 2 ) 


ab (( a 2 + 6 2 4- v 2 ) du 2 — ( a 2 + 6 2 + u 2 ) dv 2 ) 
4 y / a 2 (u + v ) 2 -( - b 2 (u — v ) 2 + 4 a 2 6 2 
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部分习题的答案和解答 


由此得到 


du 2 

a 2 + 6 2 + u 2 


dv 2 

a 2 + 6 2 + v 2 



du 

+ b 2 + u 2 


dv 

a 2 + b 2 + V 2 


sinh 


arcsinh 


彳 arcsi 


a 2 + b 2 


土 arcsinh . ■ + C, 

Va 2 + b 2 


csinh—= ^ 干 arcsinh , V ) 

Va 2 + 6 2 x/a 2 + 6 2 / 


sinh C, 


a 2 +b 2 + v 2 



T ¥ Va 2 + b 2 


a 2 + 6 2 + u 2 

Va 2 -h b 2 


a 2 + 6 2 


sinh C 7 


这里用到了 sinh(x 士 y) = sinh x cosh j /士 cosh x sinh y 和 coshx 

这样一来，曲面的曲率线由方程 


1 + sinh 2 x 


u\/ a 2 + 6 2 + v 2 士 v\j a 2 H- 6 2 + u 2 = const 


给定. 


20.10. 熟知（参见本书第一部分关于螺旋面的相应习题）有 

E — 〈 r u ， r u ) = 1 ， F = (r U) r y ) =0 ， G = (r^jr^) — ci^ -\- , 

L = 〈 r w u ， n〉 = 0 ， = 〈 r^^ ， n> = - aj\J(^ ， N = 〈 r 训， n 〉 

我们写出确定曲率线的微分 方程： 


dv 2 —dudv du 2 


M(Gdv 2 - Edu 2 )= - 


M N 


a {du 2 — (a 2 + u 2 )dv 2 ) 


y/ci 2 +u 2 


由此得到咖 2 


du 2 

a 2 + u 2 


， dv 


土 ▲因此， 


i; = 士 ln(ii + y/ a 2 + u 2 ) + C. 


20.11. 根据习题 20.10, 螺旋面的曲率线的方程是？; 

f3Ct A t - 上 《_ ArA* — . 丨 — L_ -rr/ __ tv r . n*^ lv CL(I/tL 


土 ln(u+\/a 2 -f w 2 )+C. 


众所周知，悬链面的第二基本形式有形式 -+ adt ; 2 . 于是第二基本形式 

u z -h a z 

在作为等距映射下曲率线的像的曲线的切向量上的值等于 


u 2 + a 2 


a 2 + u 2 


如此看来，螺旋面等距叠合到悬链面时，螺旋面的曲率线转换为悬链面的渐近线. 

20.12. 从条件推知 p ⑷是平面曲线.设 n , b 是曲线 p ( s ) 的法向量和副法 
向量.那么有 a = zbb . 我们将认为 a = b . 由此推知 
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•2 


v x n 


v x a 


n , n x a = v . 


r s = v + kgv = (1 + kg)v, r u = /'a — g’n ， 

E = 〈 r s ， r s 〉= (l + kg) 2 , F = 〈 r s ， r u 〉 =0 ， G= (r u ,r u ) = (/') 2 + (5’) 2 , 

r s x r u = -(1 + kg)g / si — (1 4 - kg)f f n, m = Fa X Tu = - / n + 沒 

V } K " |r 5 x r u | V(/') 2 + ⑺ 2 

r S s = k f gv + fc(l + kg)n, r 3U = kg f \, r uu = /"a - g /f n, 

L = (r S5l m) = M=(r su ,xn)=0, 

7 V =〈 r _ m 卜 — 

K ; vWTW 


m 〉 


M = ( r su , m ) 


N = (T uui m) 


曲率线方程有 形式: 


du 2 —dsdu ds 2 


( EN - GL)duds 


M N 


—bsin^ — ncosp. 


Tss 


由此看到曲率线是由方程 s = const , u = const 定义的曲线. 

20.13. a )- c ) 我们有 

r s =v — vak cosy? = v(l — ak cos <p) y = —na sin <p + ha cos 
E = (r s , r 5 ) = (1 — uk cos F 二 (r Sj r^,) = 0 ， G — (r^, r^,) = 

t 

r s x = —ba(l — ak cos p) sin p — na(l — ak cos <f) cosy?, 

x r 

|r 5 x r^| = a(l — ak cos m = 7^ - - = —bsin^ — ncosp, 

|r s x r^| 

• 

r S3 = nk(l — ak cosy?) — vak cos p ， r 3ifi = vafc sirups 

= —nacos (/p — basing ， L = {r s$y m) = —k(l — ak cos (p) cosip^ 

― m〉 = 0， TV = ? 1 x 1 〉 = g ， 

K LN — M 2 k cos ^ 

EG — F 2 a(l — ak cos (f) i 
TT EN + GL — 2 MF 
= EG-F 2 

_ (1 — ak cos(f) 2 a + a 2 (—k(l — ak cos y?) cos v?) 1 — 2 ak cos ip 

a 2 (l — ak cos (p ) 2 a(l — ak cos <p) 

d ) 曲率线方程 




K 


H 


dip 2 — dsd(f ds 2 


(EN — GL)dsdip = a(l — ak cos ( f)dsdip 


M N 


因为 1 — ak cos if > 0,故 dsd(f = 0 5 从而曲率线有形式 s = const , ip = const . 


部分习题的答案和解答 


20.14, 我们有： r 5 = v + a(~/cv + xb) costp — axnsinp = v(l - afccos^) 
—nax sin <f + baxcoscp ， = —nasinp + ba cos cp 1 

E = 〈 r^’r ^〉 = (1 一 ak cos ^ ct^^ F — {r^, ^ 江 2 >^， G — 〈 rp ， rp 〉 = (j2, 

y 8 x = v(—a 2 xsin^cosy? + a 2 xcosy?sinp) + n(afccos<^ — l)acosp 

+ b(akcosip — l)asin p = —a(l — ak cos ^)(n cos^ + bsin p )， 

r 3 x 

m = - 21 - = —ncosp — bsinp ， 

)^s ^ 

r 3S = v(—afccosp + akxsimp) + n( — aksiny? + A:(l — ak cos (/?) — ax 2 cosp) 
+ b(akcosif — ax 2 sinp )， r S(f = vafe sin ip — nax cos(p — baxsincp, 

= —na cos (f — ba sin p ， L = 〈 r 抑， m) = ax 2 — k cos p + ak 2 cos 2 (f, 

M = (r $<p ,m) = ax, N =〈r 料， m〉= a. 


—n cos (p — b sin p 


= 


曲率线方程 


dip 2 —dsd(f ds 2 


M N 

dip 2 


dip 2 —dsd 

(1 — afccosp) 2 + a 2 a 2 x 

ax 1 — k cos p + ak 2 cos 2 ip ax 


一 dsd^p ds 2 


(1 — ah cos (p) 2 4 - a 2 x 1 
fccos ^-- 


dsdif ds 2 
a 2 >c a 2 


a(l — ak cos (f)(dip + xds)ds 


因为 1 - ak cos <p >0, 故 ds = 0 或学 =-%， 从而曲率线有形式 

as 


const ， 


/ 


>cds + const. 


20.15. 我们有 ： r u 


3v 2 — 3u 2 — ~,6uv,2vj, r 


6uv,3u 2 — 3v 2 — 2u) ， 


(^u^u) = (3r 2 一 3u 2 — 备 ） + 36u 2 v 2 + 4u 2 = (3u 2 + 3t; 2 + |) 


i^u^v) = (加 2 - 3u 2 - 全)6训 +6mj(3w 2 


3 i ; 


~ 毒） + 2v2u 

o / 


12 i 

〈r v , r v 〉= 36u 2 v 2 + (3u 2 — 3v 2 — - j + 4u 2 = (^3u 2 + 3v 2 + - j 


r u xr v 


6u s -\-6uv 2 (^+3w 2 +3r 2 ) -3w 2 -3u 2 ))， 


r u x r v \ = (3w 2 + 3r 2 + 署）， 


_ r u x _ (2u, 2u, 1/3 — 3u 2 — Sv 2 ) 
n ~ |r u x r v \ ~ 3u 2 + 3v 2 + 1/3 ’ 

Y U u = (-6u,6f,0), r uv = (6v,6u,2), r vv = (6n, -6v，0)， 



部分习题的答案和解答 


•2 


〈 r U u ， n 〉 


= 〈 r utJ ， II 〉 
TV = , n) 

曲率线方程 


—6u ' 2v + Qv ' 2u 

3w 2 + 3t; 2 + l/3 — = ， 

， 2u + 6u . 2w + 2(1/3 — 3u 2 — 3v 2 ) 
3u 2 + 3v 2 4 - 1/3 
du -2v — 6v ^ 2u 
3u 2 + 3v 2 + 1/3 * 


dv 2 —dudv du 2 


^3u 2 + 3v 2 + (du 2 ― dv 2 ) 


M N 


由此得到 dw 2 - 如 2 = (c?w + dv)(du — dv) = C 
答案 ： u 士 v = const. 

20.16. 因为 = 〈 IV ， h 〉， 故 r u = VEl, 


tx 土 = const. 


1. 类似地， 


1. 曲面的高斯曲率通过第一和第二基本公式以下列方式 表达 ： K 


Gm, |m| = 
LN-M 2 


其中 L = 〈 r uu ,n〉，M 


UV 


n), N = (r vv ,n): r 


uu 


~ EG 

备為 1 + # lu .因为 

0. 于是 l u =仍111+叭11. 


(r n ,n) = 0, 故 L = x/^ 〈 l u ， n>. 因为〈 1 ， 1 〉 = 1 ，故 (1 U? 1) = 0. 于是 l u 
类似地， TV = (m v ,n), = p 2 l 4 - q 2 ti. 

随之有 LTV = VEG (lu.n)(m v ,n}= VEG qi q 2 = VEG (l u ,m v ) 
同样可有 M 2 = y/EG (l v ,m u ), 从而得到 


K 


〈 lu ， m w 〉 — (Id, ni^) 

Veg 


( I ., 


(l^mk — (l ulJ ,m), 〈 l w ， m u 〉= (l vi m) u - (l uv , m ), 于是 


dv 




〈 1 乜，— ( It ； 5 

K = - 7= - • 

Veg 

d f(r uu ,r v )^ = d f{r u ,r uv )> 
dv \ y/EG ) — ~dv\ y/^~ > 
1 d / (d/dv){r u ,r u ) \ = 

2dv\ ^EG / _ ~2dv 


UV 


dE/dv 

Vko 


在这个计算当中，我们两次用到了 〈 r u ， r v 〉 = 0 . 类似地 


du 


〈L ， m 〉 


Id /dG/du 
2 du \ l / E ^ 


综合上述结果我们得到 
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20.17. 利用第一基本形式为 ds 2 = Edu 2 + Gdv 2 的曲面的高斯曲率的公式 
(参见习题 20.16). 这样的曲面的高斯曲率等于 

K = ——L_ f±(dE/dv\ ^±(9G/du\ 1 

2y/EG l^V y/EG / du\ y/EG / J 
在此式中令 E = l , 我们得到 



1 

2 V ^ 


/ dG/du 



1 d 

2 y/Gdu 


(d 2 /du 2 )VG 


答案 ：K 


d 2 VG 


y/G du 2 


20-18 - K 


2 B 


△ In 5,这里 A 是拉普拉斯算子. 


20.19. 为了计算高斯曲率可以利用习题 20.17 中推导出来的公式.我们有 


G { u , v ) = e 2n , 由此得到 


K 


e 


1 d 2 e u 
du 2 


- 1 . 


20.20. 指出，数量积 ( rij , Tk ) 以及差 ( Tij . Tki ) — ( Wji ) 可以由度量表 7 K _ 

20.24. 考察方程 


x = r(u) coscp, y — r(u)simp, z = h(u) 

表示的旋转曲面 M ， 其中 a ^ u < 6, 0 ^ ^ < 2 tt. 这个曲面的面积元素等于 da = 

r{u)\/r ,2 + h t2 dudcp. 我们将找形式如 = R(u, e) cos y = i?(u ， e) sinp ， 2 ： = 
H{u,e) 的形变，要求它满足面积元素相等的条件 

rvV 2 + ft / 2 dudip = Ry/R /2 + H ,2 dudip, 

令 R(u,£) = er(u), e — 1 - 0 ,那么这个方程有解 

H(u,e) = h(0) + - / y/(lT~ e 4 )r /2 (t) + h /2 (t)dt, 

^ Jo 

此式就定义了满足习题条件的曲面族 . 

20.27, a) F{ 2 (w) + F^{w) + F^ 2 (w) = 0; b) ds 2 = A 2 (w)(du 2 + dv 2 ), 其中 

a2 _ | 朽 2 ㈣ 1 + | 朽 2 M| + | 朽 2 ㈣ I 

2 

20.29. 提示利用曲面的三个基本形式之间的联系 . 

20.38. 按照公式尺 = -^-AlnA 计算高斯曲率其中八： = e-% 2 , 我们 
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求得 K = 2 e 2 " 2 > 0. 度量的非完备性由存在有限长度的趋于无穷远的道路推出， 
这条道路正是 V = 0. 该度量到 R 3 的凸曲面中的等距嵌入是不可能的,这是因 
为曲面的全曲率 

JJ KdS = JJ 2e 2u2 dudv = oo, 

等于它的球面像的面积，不超过 4 tt ， 矛盾. 


22.3. 不可以，因为在相反的情形下，在默比乌斯带上存在连续法向量场.但 
事实上，因为高斯曲率是正的，那么曲面局部地位于切平面的同一侧.所以可以 
定义光滑“外法向量”场，而这违背了默比乌斯带的不可定向性. 

22.5. 在所指出的条件下可以定义光滑 “ 外法向量”场（参见习题22.3)，而 
这与曲面的不可定向性矛盾. 

22.6. a ) 提示从无穷远处向着曲面移动平面，直到跟曲面接触.考察曲面 
在切点的高斯曲率. 

b ) 提示取半径充分大的球面,把曲面的内部包围住，再连续缩小球面的半 
径直至与球面接触.考察在切点的高斯曲率. 

22.7. 提示参见习题 22.6. 

22.8. 提示利用高斯-博内定理. 

22.10. a ) 考察球面的 部分: x 2 +沪 + P =把，卜| ^ a , a < i ?. 等同对径点. 
b ) 提示求在对于坐标原点中心对称变换下不变的负常曲率的旋转曲面（参 
见习题 20.23). 按照与群 Z /2 对应的作用等同其点. 

解法的另一个变种.在矩形 II: —a^u^a, — b ^ v ^ b 上考察度量 
ds 2 = cosh 2 vdu 2 ^ dv \ 现在按照粘合长度相等的闭区间的方式等同边 u=-a 
和 u = a , 以便得到默比乌斯带.容易指出，在默比乌斯 带上， 我们得到了曲率为 
-1的度量.对于充分小的6,这个度量在方程是 

fV _ 

x = cosh v cos u ， y = cosh vsinu ^ z = j vl — sinh 2 t dt 

Jo 

的明金 ( MMHAtmr ) “圈”上得以实现. 

rV2 pU2 

22.14. dv { VG ) uu du . 

J V\ J U1 

22.15. 2tt. 

22.17. 两层叠合的球面. 

22.20. 曲线 2 = ^ x 2 , 0彡 x 彡2, z = x -\ nx ^ r ^-{2 - In 2), : r > 2 ①的 

旋转曲面. _ 

①原文为 z — ^ x 2 , 0 ^ x ^ 2, z = x - lnx t x ^ 2, 不妥 . - 译者注 

0 
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22.21. 设旋转曲面的参数方程是 {ucosv.usinv, f(u)). 它的讳线由方程 
u = const 给定，而经线由方程= const 给定.这个曲面的第一基本形式有形式 
ds 2 = (1 + (f / (u)) 2 )du 2 -h u 2 dv 2 . 作把 w 换为 U 的变量替换，这里 



u 对于 (7 的逆依赖关系用 w = X(U) 表示.在这样的变量替换下第一基本形式 
取形式心 2 = X 2 (U)(dU 2 + dv 2 ). 我们注意到纬线由方程 C / = const 给定，而经 
线由方程 v = const 给定. 

考察坐标为 （ x , ?/)，度量为心 2 =血 2 +办 2 的欧几里得平面.不难验证由公 
式 ( U , v )^ ( x , y ) 给定的坐标之间的映射具有所要求的性质. 

22.23. a ) 47 r ; b ) 2丌； c ) 4丌. 

22.24. 设在球坐标 VV0 下矩形 P 由不等式 — 7T < —a ^ ^ a ^ 7r, —7r/2 < 

6 < 0 < c < vr /2 给定，那么 P 到 R 3 中的等距映射以下列方式 给出： 



由此容易建立浸入和度量的解析性. 

22.25. 单位球面的度量在球坐标中有形式心 2 = cos 2 吻 dip 2 十 dip 2 . 按映射 
(- a ,^) — ( a ，6 + c -0) 进行等同.余下的事情是显然的. 


23.1. 剖分显示在图154中. 




b a b b 

T 2 S 2 KL 2 RP 2 

图 154 环面，球面,克莱因瓶和射影平面的三角剖分 


23.3. 提示所要求的估计由下列不等式和等式 推出： 

V(V~l) ^ 2E, V - E F = x{M), 3F = 2E. 

23.4. a ) 参见图 155, 156; b ) 参见图 157. 

23.5. 环面的最小三角剖分可以用考察由正三角形组成的平面栅格的方法 
构造（参见图 158). 应当取如图中所示的由向量 ei 和 e 2 生成的第二个栅格，这 


部分习题的答案和解答 


• 299 • 



图155环面的三角剖分 






156 


环面的三角剖分——另一个变种 


图157射影平面的三角剖分 


第二个栅格的基本区域是带边 e l 3 e 2 的平行四边形，等同它的对边，我们得到环 
面，在这个环面上，原来的规则栅格给出所求的三角剖分. 



7个顶点，14个三角形 

图158生成环面的三角剖分的栅格 


23.9. 参见图 159. 

23.11. 提示构造如图160所示的同胚. 

23.12. 参见图 161. 

23.13. 参见图 162. 
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m 






161 用两个默比乌斯带粘合成克莱因瓶 
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23.21. 参见图 164. 所求嵌入的更对称的形式描绘在图165中. 

屋井 



23.25 . 参见图 166. 



S 166 


23.26. 参见图 167. 


1 2 3 5 6 7 8 9 10 11 



1 2 3 5 6 7 8 9 10 11 

图 167 环面上的 “4 屋 4 井”图 
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24.1. 对于表示给定曲线族的方程微分.我们得到 c = 

的表达式代人曲线族的方程.我们得到族的曲线的微分 方程: 
定义共轭族的微分方程 


udu 

vdv 
dv 

du 


把这个对于 c 


l v 2 


. 代人 


LduSu M(du6v + dvSu) 4- NdvSv = 0, 


我们得到 f 二 -1. 这里 L ， M，N 是第二基本形式的系数， { du ， dv ) 是原来族 

0U 

的曲线的速度向量，而(^, 6 v ) 是共轭族的曲线的速度向量.由此共轭族由曲线 

U + ^ = 组成，这里 Q 是任意常数. 

♦ 

24.3. 共轭族的曲线的微分方程有形式# = -\ sin 2 vdv . 积分之我们得到 

共轭族的曲线方程 u 这里 C 是任意常数. 

24.4. 习题条件中所指出的曲线族的共轭性的条件容易归结为微分方程 
fxy = 0. 于是 f ( x ， y )= g ( x ) + h ( y ), 这里 p 和 /i 是单变量的任意光滑函数. 

24.5. 在曲面上引进这样的坐标，使得曲面上的对应点由同样的一对数给定. 
从习题的条件得到 


LduSu + M(duSv + dvSu) + NdvSv = A(^i duSu + F\ (duSv -f dvSu) + G\dvSv), 
L\du8u + Mi (duSv + dvSu) + TVi dv6v = fi(EduSu + F(duSv + dvSu) + Gdv5v), 

这里 A 和 p 都是某个常数.由此得到 

L M N ^ Mi AT X 
^ F\ = ~E = = ~G' 

24.6. 渐近线方程有形式 



由此得到 y = \] b2 + a d 容易看出所得到的方程是克莱罗 方程解 

之得到 _ _ 

y = Cix -f \Jb 2 + a 2 C\, y 二 C^x - \Jb 2 + a 2 C\, 

其中 G 和 C 2 是任意常数.我们注意到，单叶双曲面的渐近线是它的直纹线. 

24.7. 渐近线的微分方程有形式 r ( x ) dx 2 - r ( y ) dy 2 = 0. 渐近网的正交性 

写成形式如 , H 2 = T /" ff 、、 2 的等式.由此直接得到 

1 + (/’ ⑻) 2 1 + ( r ( y )) 2 

. /"W = a f'y) : a 

1 + (/'( x )) 2 _， 1 + (尸 ( y )) 2 — ’ 
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其中 a 是某个常数.解这些方程得到 

f f ( x ) = tan(ax + b ) 7 f ( x ) 
f f ( y ) = tan ( at / + 6), f ( y ) 


In I cos(ax + i >)| + c ， 
In I cos(ay + 6)| + c . 


由此得到所求曲面的方程 


In 


cos(ax + b ) 
cos (ay 4 - b ) 


24.8. 容易指出渐近线的微分方程有形式 

xydx 2 + ( x 2 — y 2 )dxdy — xydy 2 = 0. 

这个方程在因式分解后变为 (xdx - ydy){xdy 4- ydx ) = 0. 由此直接得到渐近线 
是; c 2 - 沪= Q ，即= C 2 , 其中 G 和 C 2 是任意常数.经过点 M q 的渐近线的 
方程是 x 2 — y 2 = —3. 

24.9. w + z ; = C^，u - ?; = C 2 ，其中 Ci 和 C 2 是任意常数. 

24.10. 以下列方式参数表示螺 旋面： 


(u cos v , w sin u ， av ). 

指出渐近线由方程 u 二 Ci 和 t = C 2 给定，其中 G 和 c 2 是任意常数. 

24.15. 以下列方式参数表示 曲面： 

x = ^ (cos u + cos v ), y = 兰 (sinu + sin v )^ z = ^-(u -4- v ). 

^ Zi 2* 

那么渐近线的微分方程有形式 - 也 2 = o . 由此得到渐近线方程 u + v = c u 
u — r = C 2 ，其中 G 和 c 2 是任意常数. 

24.17. 我们注意到，曲面在曲线上的点的切平面与该曲线的密切平面重合. 
由此不难推出所需要的断言. 

24.18. 采用渐近线网作为曲面的坐标网，那么渐近线之间的夹角的余弦等 
于 coscp 二 F / y / EG . 此外， 


K 


-M 2 

EG - F 2 


H 


-FM 

EG - F 2 


H 2 


由此得到 cos 2 w . 随之 K 

— 1 \ 

24.19. v = Ci ^ u 2 = C2 sin Xv . 
24«20« u + v = u — v — C2 * 


H 2 tan 2 u ?. 




部分习题的答案和解答 


• 305 


24.21. x = Ci, y 2 sinrc = C^.. 


24.22. x 


2 


(w + v), y 


(u — v), z 


2 


uv. 


24.24. 如果坐标网是渐近线，则 L = iV = 0. 在这种情形下， K = 
而彼得松 （ IlMTHpCOH )- 科达齐方程具有形式 


— M 2 
EG — F 2 , 


2( EG - F 2 ) M u - {2 F ( E V - F u ) - { EG U - GE U )) M = 0, 
2( EG - F 2 ) M v - (2 F ( F V - G u ) — ( EG V - GE V )) M = 0. 


由此易得所要求的公式. 

24.25. 我们注意到，由坐标线组成的网是切比雪夫网，当且仅当 E U = G V = 
0. 取渐近线作为坐标线，并且利用习题 24.24 的结果. 

24.26. 容易 证明： 曲面在某个点的切平面对于每条过该点的渐近线都是密 
切平面.因此，渐近线在该点的副法线是曲面的法向量，即 m = zhb ， 这里 b 是 
渐近线的副法向量，而 m 是曲面的法向量.对于渐近线的弧长微分这个等式，并 


且利用弗雷内公式，我们得到# m = 土 ^ b = 干 xn, 这里 n 是渐近线的主法向 

as as 


量.由此得到 



hi 


这里 I 和 m 分别表示第一和第三基本形式在渐近线的速度向量的值.从基本 
形式之间的关系 m = ini - ki ， 以及在渐近线上 II = 0的事实，我们得到 
III/I = — K . 由此得到 >^ = - K ^\ K \. 

24.28. 容易验证，曲率线的微分方程为如 2 - (u 2 +a 2 )dv 2 =0, 将其积分就 
得到 _ _ 

v = Ci — ln(u + \/u 2 +a 2 )， v = C2 ~\~ In(u + y/u 2 + a 2 ), 


其中 Q 和 C 2 是任意常数. 

24.29. 异于平面的柱面的直母线和正交于曲面的母线的平面与曲面的相交 
所成的曲线，是该柱面的曲率线. 

24.30. 异于平面的锥面的直母线和中心在锥面的顶点的所有可能的球面与 
锥面相交所成的曲线,是该锥面的曲率线. 

24.31. 利用这样的 事实： 仅仅对于球面和平面，第一和第二基本形式的对 
应系数成比例. 

24.44. 提示指岀，所有测地线是曲率线.利用 事实： 如果在曲面上的每个 
点，对于每个方向，都存在过此点的一条曲率线在此点沿该方向，则所有点都是 
脐点. 

24.47. 设 r ⑷ +tl ⑷是直纹面在某个渐近参数表示下的向径.引进新的 
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坐标 s , T ， 这里 T = t t(s), t(s) 



(l,v f )ds. 这时就得到所需要的参数表示 


K(s) + Tl ⑷，其中的新的准线有形式 K(s)=r(s)-t(s)\(s). 

24.48. ds 2 = du 2 -f 2Fdudv 4 - dv 2 . 

24.49. 直圆柱或它上面的区域. 

24.52. 推导出在渐近坐标下的高斯曲率的公式. 

24.56. 显然，任何具有常外在几何的曲面有常高斯曲率和平均曲率.考察两 
种情形. 

1) K = 0. 可展曲面.如果在曲面上 丑二 0, 那么这是平面.设丑# 0. 把曲 
面方程以正交渐近参数表示 r( 5 )+il( 5 ), 这时平均曲率按公式（采用拉舍夫斯基 
记号） 


H = C 0 


A{s)t 2 -^B(s)t + C(s) 


l + 2t{rM / )+^ 2 (lM / ) 


计算.因为对于固定的 s ， 这个等式可以看做关于 f 的代数函数，那么就有（当 
f 4 OC 时） (1 M 0 = 0,即向量1是常向量.又由于参数表示的正交性，应当有 
(1,0=0, 于是准线是平面曲线.进而得到 A(s) = (r 〃， r' ， l) = const , 因此平面曲 
线 r ( s ) 的曲率是常数，即它是圆周. 

2) K 二 const - Ci / 0. 在曲面上引进曲率线坐标.此时有£； = M = 0和 
2 N =^^~ = 2 C 2j K = ^= C 1 . 解这个代数方程组，我们得到 

Cr Jb Cj\j 


2H 


h^ = 2C - K 


Cl 解这个代数方程组，我们得到 


E(C 2 T VH 2 -K), N = G{C 2 ± yjH 2 - K). 


现在，从彼得松-科达齐方程组中的一个方程，例如4 


c 2 e v , 我们得到 


E V { C 2 T 相 2 - K ) = c 2 E v , 即孖 2 - 尺= 0. 如果民 = 0,那么就利用彼得松- 
科达齐方程组中的另一个方程.于是曲面所有的点都是脐点，即曲面是球面. 


b ) 用矩阵 


cos a sin a 


— sin a cos a 


0 0 cos /3 sin /3 

\ 0 0 — sin /3 cos (3/ 

表示的空间 M 4 的旋转把点 （ i?i coswhi ^ sinw ^ i ^ cosAi ^ sinw ) 的邻域转换 
到点 （ i ? iCOSW 2， i ? isinu 2， i ?2 Cost ；2， i ?2 sinz ；2) 的邻域_ 这里 a = u \ — U2 , 0 = 

V\ - V2. 

24.64. 利用贝尔特拉米-恩尼珀关于负曲率曲面上渐近线曲率的公式. 

24.65. 参见上一个题. 

24.67. 利用高斯曲率 K 的公式. 
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25.17. 参见图168给出的答案的三个形式. 


^9 





a i68 


25.19. 参见图 169. 






图 169 

25.24. 自交点的集合同胚于三圆周束 PvfvS 1 . 这个束的顶点是自交的 
三重点，而异于顶点的任何点是二重点. 

25.25. 题目中构造的法管状邻域的边界 M 2 显然射影对应到 RP 2 上（法线 
段的两个端点对应到位于 RP 2 上的它的中心).这样一来， M 2 就是光滑二维紧 
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致闭流形，它是射影平面的二重覆叠空间.如果我们证明了这个流形是连通的, 
那么就证明了它是球面，因为沪是 RP 2 上的唯一的二重覆叠空间. 

为了建立连通性，只需考察 M 2 上的两个点，它们是同一个法线段的端点， 
我们要在 MP 2 上指岀连结这两个点的一条道路.为了构造这样的道路，只需考 
察 MP 2 上的一个点 r ， 它是所考察的线段的中心.在 RP 2 上取一个起点和终点 
都在点 T 1 的闭道路，使沿着它滑动的二维标架沿着它运动时改变方向，并且总保 
持与 RP 2 相切.此时，给这个标架补充第三个正交于 RP 2 的向量，考察当标架 
沿闭道路连续运动时这个向量的轨迹，我们就得到连结我们所选定的点的道路. 

补充提示 业已构造的二维球面到三维欧几里得空间的浸人能够用来证明 
著名的拓扑事实——二维球面在 R 3 中“里外翻转”的可能性.这个问题超出了 
我们教程的范围，故仅仅限于简短的说明.所说的炉的浸入是这样的，保持在 
正则浸人类之中，实现二维球面的内侧和外侧的交换.事实上，只需考察球面沿 
由上面描述的法线段所定义的法向量场的光滑形变.在这个形变之下，球面的内 
侧和外侧交换位置. 

25.50. 丛空间结构显示在图170, 171中.其中粗线表示丛的基，而细线表 
示纤维. 



纤维 

基 

圆环 





图 170 圆环，环面，默比乌斯带，克莱因瓶 
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图 171 克莱因瓶 


25.58. 考察 M 2 到 R 2 中由公式 ( x , y )^ ( x 2 , y 3 ) 给定的映射.在这个映射 
之下，直线 z = y 转换成半立方抛物线 y 3 = x 2 . 


29.1. 3v^/5. 

29.2. 1/4. 

29.3. a) 0; b ) 2\/3 (v/2 + 3)/3; c) 0; d) -2; e) na 2 /y/a 2 + B?. 

29.5. 〈 grad / ， gradp〉. 

29.10. a) (0 ， a:，y — x); b ) (0,0,y 2 ~ 2xz); c) (0,e x - are y ,0); 

d) (0,3x 2 ,2y 3 - 6xz); e) (0, ~x(xy 2 ),x 3 -\-y 3 )] 

2 

f) {{),XZ 2 + yze x , -2xyz)\ g) (sin xz/x, 0, - sinxz/y); 
h) {xz/{x 2 -\-y 2 ),yz/{x 2 + z 2 ),-\). 

29.11. 利用关于常微分方程组的解的存在唯一性定理. 

29.15. 球面妒表示成单位模的四元数群. 

29. 20 .设 z Q = iy 0 是向量场 grad (Re /) 的奇点，其中 /㈤ = u(>) + 

iv(z), IP 

du du 

- ■ -- I J 

dx {x Q} y Q ) dy (x 0 ,yo) 
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即 grad ( Re /)( z 0 ) = 0. 对于场 grad ( Im /), 证明类似. 

29.21. 仅对位于直线 AS 上方的半平面求积分轨线.函数/ ㈤ 的等位线是 
以线段为弦的圆弧.向量 grad / Or ) 正交于等位线.因此,正交于它的向量是 
等位线即圆周的切向量，从而所有连结两点的圆弧是流 Vl ( x ) 的积分轨线. 

29.22. 设流 v = (P,Q) 是无旋的，即 


rot v = 


9 P _9 Q 

dy dx 



dp _ oq 


dy 一 dx. 


求这样的函数/，使得 P = df/dx, Q = df/dy. 为此对于: r 从 0 至: r 积分第一 
个等式： , 

f 、 x ， y、= Pdx + g{y). 

Jo 

为了求 9( vh 对于 y 微分第二个 关系： 


df r x dp 

Qb, y) = ^ (^^v) = j ~Q^ dxJr 9 f iy) 

f x gQ 

=y 。 ~Q^ dx ~^ 9’ { y ) = Q ( 工， y) - <3(0, y) + g f (y). 

这样一来， QOr, y) = Q(x,y) - Q(0,y) 4 - g'{y ). 故有 g f (y) = Q(0, y )， 即 

g ( y ) = [ Q(SKy)dy + C . 

JQ 


因此， x 

f、x，y)= f P(x,y)dy- {- [ Q{0,y)dy C. 

Jo Jo 

设和 72 是在平面 (x，y) 上从 （ 0,0) 到点 (x，y) 的两条道路.如果 rotv = 0, 
则有 

f {Pdx + Qdy) = f (Pdx + Qdy). 

J ^ 


因此 


/(x ， y)= (Pdx -h Qdy) + C, 

^7 


其中 7 是从 （0,0) 到 (x,y) 的任意 道路. 

设流还是无源的，即^ = 0. 考察流 v ' = (- Q , P ). 显然 ， rotV = 0, 

ox ay 

因此存在这样的函数 a(x ， y) 和 6(: r ， y ) 使得 v = grada(x,y) ， v' = grad6(:r ， y). 由 
于 divv = divv' = 0, 我们得到 a (: c ， y ) 和 b(x,y) 都是调和函数，即 Act 三 A6 三 0. 

考察函数 f = a + ib， 它是复解析的.这是因为柯西-黎曼方程 


da 

dx 


db 

dy 


P { x , y ), 


da 

dy 


db 

dx 


Q(x ， y) 
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成立.函数/称为流的复位势. 

29.25. 提示 dif 2 同伦于 d ( f \. 

29.32 .在 IR 4 中考察线性微分方程± = Ac ， 其中 

^0 -1 、 

1 0 , 

0 -1 

V 1 0/ 

而 a : = ( x 0 j xi , X2 , X3 ). 这个方程的位于球面 S 3 = { x : |; r | = 1} 上的积分轨 
线就构成所求的集合.显然 x ( t ) = e At x (0). 如果把 R 4 看做 C 2 ( z u z 2 ), 其中 
之 1 = xi + ix 0 , z 2 = x 3 + ix 2 , 那么经过点 ( Z1 . Z2 ) e S 3 的积分轨线有形式 

因为一的复写法是 f elt 令空间 cp 1 (它同胚于 s 2 ) 的点 

V 0 e lt J 

( z , : z 2 ) 对应于这条轨线.这个对应是明确定义了的，因为在同一条轨线的任意 
另外的点 K : 4)，与 （A :巧）的区别仅是一个因子 e “， 因此在 CP 1 中给出同 
一 个点.余下的是指出所构造的映射是一对一的和连续的. 


30.21. 在 R 3 中取定一个标准正交标架 { ei , e 2 ， e 3 }. 所述系统的任意状 
态由点 x e S 2 和速度向量 v ( x ) e T X ( S 2 ) 单值给定，其中 | v ( x )| = c = const 
一 0. 映射 x — ■ X ， v (: c ) — v ( rc )/ c 显然是同胚；利用这个映射把 rr , v ⑷和 
它们的像等同. x 是 M 3 中起点在点0的单位向量，而 v (: r ) 是 M 3 中的单位 
向量（把它的起点移动到 0). x 和 v ( x ) 是正交的.设 y e R 3 是这样的向量， 
| y | = 1,它与 x 和 v 正交，并且组 { e 1; e2 ， e 3 } 和组 { x ， v ， y } 同样定向.映射 
( x ， v ) — { x ， v ， y } 显然是 同胚. 每个组 { x ， v ， y } —一 并且连续地由 R 3 中把标 
准正交标架 { e lie 2 , e3 } 转换成标准正交标架 { x , Vj y } 的线性变换对应的矩阵给 
定.这些矩阵组成群 SO (3) = { A ： AA T = E , detA = l }. 如此看来,我们的系统 
的状态空间同胚于 50(3). E 3 任意保持定向的正交变换是绕某个轴的角为^的 

旋转，这里 — 7 T < if < 7 T . 

30.22. 提示这样压住球，使得它同下平面的切点依次描出顶点为（0,0)， 
( tt /2,0)，( tt /2^), (0，外 (0,0) 的矩形的边界.指出，这时球绕过球心平行于轴 
Ox 的轴转动了角 p 类似实现绕轴 Oy 的角为功的旋转.分别用 A x (ip), A y { i >) 
表示这些旋转.指出，这些旋转的合成可以得到群 SO (3) 的任意元素.参见习题 
30.10 关于欧拉角的有关说明. 

30.39 .设 G 是有效地作用在上的有限群， BP : 如果对于某个 a : e R n 有 
糾= x ，则 g = e . 群心由某个元素 g ^ e 生成，也有效地作用在上.考 
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察空间 X = G / Z fc , 其中 x 〜 y ， 如果 y = iz . 因为 IT — X 是覆叠映射，故 
7 Ti ( X ) = Zfc , 当 i > 1时 7 Ti { X ) = 7^(^)= 0. 这就意味着空间 X 同伦等价于空 
间 i ^( Z fc , l ), 即透镜空间.而 K ( Z k A ) 的同调群在无穷多个维数里是非平凡的， 
并且 X 没有维数大于 n 的胞腔.于是，为了完成证明仅需证实下列 断言： a ) 如 
果在 5 T 上作用无不动点的离散群 G , 而= R n / G 是轨道空间，则自然映射 
p ： R n ^ X G 是覆叠 映射; b ) 7 n ( X G ) = G . 这些断言的证明留给读者. 


32.3. 我们回顾 CW 复形的拓扑定义.如果 K 是 CW 复形，那么集合 FCK 
是闭的，当且仅当对于所有胞腔；原像（//广 1 ⑻在奶中是闭的.将用 （ W ) 
表示这个拓扑. 

假设在空间 X 中有两个拓扑{仏}和{%}.我们称 { V p } ^ { U a } (强于), 
如果对于每个点 : c € X 和每个仏。3 X ，可以找到仏。3 x , 使得 U ao C V 办. 

假设在 CW 复形 K 中除拓扑 （ W ) 之外，还有某个拓扑 { U a }. 取任意点 
: T e 尺和 c/«。 3 0 ：. 邻域是两两不相交的开的交集 （4 n u ao ) 的并集.考 
察原像 ( f ^ iUao ). 它在中是开集（这从映射//的连续性推出).这意味着 
对于补集 ( K \ u ao ), 原像 （ /frvKx %。） 在中对于所有 4 是闭的.根据 
{ W ) 的公理推出 （ /r\t/ ac} ) 在 k 中是闭的，这表明 t / a () 在拓扑中是开的， 
即 K 。 属于 （ W) 的开集族. 

32.25. 克莱因瓶. 

32.32. 设以，《 2 e H ( X \ Y ), a L ~ a 2 . 这表明存在这样的同伦 F : X，xl — 
y , 使得 F { x ,0) = a ^ x ), F { x , l ) = a 2 ( x ). 令 F ，= Foh , 那么有 XxI ^ Y , 

F f ( x , 0) = F ( h ( x ),0) = a \ (/ i ( x )) 7 F f ( x , 1) = F (/ i ( x ), 1) = ot2 ( h ( x )). 因此 a\oh ~ 

OC 2 o h . 


32.34 •设 = lim S ' 其中 S n +1 是在沪上的纬垂.这样定义的球面 

71—^00 

是 CW 复形.考察 a e ^(5°°)和/ e a , — *5°°，/把0中的基点转 
换成的基点.设/: K — L 是复形 K 到复形 L 中的连续映射，并且在子复 
形& C K 上映射是胞腔映射，那么就存在这样的映射^ K — L 、 使得 a) /同 
伦于 g ; b ) g 在 K 上是胞腔映射; c ) /丨仏 = qIk ^ d ) 联结/和 p 的同伦在 冗1 上 
恒等.这个事实意味着对于/,存在同伦于它的映射，它把妒转换到 S 00 的 i 维 
骨架中，即#中，而 0 C 5 i+1 C S °°, 这就表明 p : 0 — S ^ 1 . 因为对于 i < n 
有 ^(5-) = 0,故任意映射 peae ^( S ^) 同伦于一个映射，后者把整个0转 
换到 W 的基点（常映射).这表明映射/: 0 同伦于常值映射.映射/是 

任取的，因此7^05°°)=0_ 

如果 X 和 F 是胞腔复形，而映射 X — Y 诱导所有同伦群的同构，则/ 
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是同伦等价.作为/，我们取映射因为的所有同伦群都等于0,所 
以就诱导了它们的同构.这表明球面同伦等价于点.因此收缩到点. 

32.36 •设 p _1 ( xo ) = Foj p _1 ( xi ) = Fi ， 又设 w 。： F 0 ^ X 是嵌人那么 
po ^： Fo-^xo e Y. 用道路连结: r Q 和:构造 凡到： c G 和: n 的映射之间 
的同伦映 射咖 ： Fo ^ y , 咖(凡）= 7⑷，其中7是我们的道路.那么从提升同 
伦的公理推出存在提升同伦（映射族化 F 0 — X )， 使得 （ p 。 ^)(^0) = 7(t ) ‘从 
而 （ p 。仍)(凡）= 7⑴= A . 由此推出 Wi ( Fo ) C 巧.这样，通过道路7我们构 
造了映射 7 ^ i ： Fo ^ F ：. 我们证 明：# i 仅依赖于道路 7 的同伦类，即如果 71 
问伦于 ^2 ， 则问伦于 72 • 我们指出，这里所构造的映射凡 —巧 不依 

赖于提升同伦的选取，其含 义是： 任意两个这样的映射同伦.事实上， 设列和 6 
提升乾那么映射 pi : F 0 -* Fi 同伦于仰： _ F Q — 凡，仰=&,而后者同伦于 
Fo ^ F ,. 现在设给定道路族 7 t . 将要证明 7(1 w 同伦于 71 仍.我们有映射 

Wf: F 0 x I ^ X; (po 7 o ^)(F 0 x /) = 7o. 

在 1" 中存在70到 7 i 的同伦,用这样的映射少： (Fo x 7) x / ^ X , ^\ {FoXl)x0 = 
70 ^提升它.令 ^|( F 0 xt)xi = ft, 显然有 (po f)(F 0 X I) = 7 x . 因此，映射 / t 可以 
取做 7 l 的提升，并且 /l = 71^1* 那么 ^|( F 0 xl)xf 是 71仍和 70^1 之间的同伦. 
进而类似地可以构造对于道路 -7 的映射 C - 7 ) Xi ： 朽—凡 . 余下的事情是证明 
映射((- 7) Xi *^ i )^ Fo ^ Fo 同伦于恒等映射.但是这个映射可以看做由道路 
7 + (-7) 诱导的映射，这个道路显然同伦于到一个点的映射. 

32.43. 从图172看出解答是显然的. 

32.44 . 设炉 x S n ~ k 是胞腔复形，它仅有四个 胞腔： e°,e\e n -\e n . 考察映 
射/: S k x S n _ k — S' f{e°) = *，* 是俨的某个点，取它作为的零维胞腔. 

根据胞腔逼近定理，存在映射 g ： S k x S n _ k — S ' 它也是胞腔映射,同伦于 
/， 并且在 e G 上 /(e°) = g(e% 所有连结/和 p 的同伦在 e G 上都与/相等.因 
为 W 仅由两个胞腔组成，零维的 （*) 和 n 维的，那么在映射 g 之下，胞腔0和 
e n _ k 转换成上的点.我们得到，映射 g 仅可能在 n 维胞腔上不等于常映射. 
这就表明所有映射炉 x S n _ k — S n 仅相差一个从某一个 n 维胞腔到炉 x S n ~ k 
的映射，也就是到的映射,此映射把所有边界转变为上的点（由于除去点 
不影响的道路连通性).而这些的映射建立 7 r ( S k x S n - fc ， S n ) 和 
7 T ( S n , S n ) 之间的 一一 对应_ 

32.56 .设 { x \..., x n ) (: rV .^ x ' O ) 是 ] R n — R n+1 超平面形式的标准 
嵌人考察 M n+1 中的两个点 W = (0,... ，0, 1) 和 B = (0,…，0, — 1)，构造顶点分 
别为4和 B 且具有公共底 M c R 71 的锥 Cx ( M ) 和 C b ( M ). 然后注意到子集 
R n \ M 到 ET 的任意形变可以延拓为 E (ST \ M ) 到 R n+1 的形变. 
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32.5 T . 假设与结论相反： Cat ( M n ) < l ( M n ; G ), 即存在的由闭子集 
X u X k 组成的覆盖， A : < l ( M n ; G ), 它们中的每一个沿收缩到点.由于庞 
加莱对偶性 H k ( M n ' G ) 兰 H ^~ k ( M n ; G ), 闭链仍，…，识对应上闭链 
这时作为所有闭链的交集的闭链 a =扒 n .• n 识对应上闭链仏…，抑 
的乘积 h ^ xxA -^ Axi . 因为庞加莱对偶算子 D 是同构，故交集 yin ... n yi 
异于零（即闭链不同调于零).因为每个子集不 （1 < i < ifc ) 沿 AT 1 收缩到点， 
故 H *( M n ; Xi ) = ff *( M n ) (这里数 * > 0). 于是可以认为闭链讲€丑 *( M n ) 同 
调于闭链讲 e H 4 M n ; Xi ), 即闭链的承载形 瓦在 M n \足中，1 < i < A :. 由 
此推出交集 yx n • •. n y (同调于 yi n … n y fc ) 在（并集） x x u • • • u 的补 
集中； 由于组成 M n 的覆盖，于是更加有 A n ... n 恥 n ... n 奶 C 
M n \ ( J ^ u … u Xfc ) = 0. 因为闭链的承载集的交集 扒 n … n 负=0，所以对应 
的上闭链的乘积 A … A 心= 0,这与条件 Xi A … A 抑_ 0相矛盾.定理证毕. 

32.58. 考察丛 ( E ， p ， X )、 其中五是空间 X 的所有起点在勒的道路的空间， 
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而 p 是令每个道路对应它的终点的映射.这时我们认为空间 E 配备了紧致-开 
拓扑.这个丛的纤维是空间 X 在点的所有闭路的空间=化。.容易看出， 
空 间五沿 自身收缩到点（每个道路沿自己收缩到点).因此 7 T n ( E ) = 0, 从而这个 
丛的同伦序列 


.-■ — + 7T n ^l(E) —>• 7T n +i(X) — 7Tn(^c。) — ^n(E) — > _ .. 

生成同构 7T n (n xo ) R 7 t n +1 ( X ), 特别地有 7 T ：) % 7 T 2 ( X ). 当 n > 2时， n n { X ) 
是阿贝尔群. 

32.59. 回忆两个定义， 

空间 X 称为收缩的，如果恒等映射 X — X 同伦于把整个 X 转换为一个 
点的映射 X — 

连通空间 X 称为单连通的，如果 7 n ( X ) = o . 

因为空间 X 是收缩的，所以存在外 ：X — X ，挪 是恒等映射 X — X ,而 
仍 是映射 X - xo G X . 因为基本群的定义（精确到同构）不依赖于基点，那么 
设7: J — X 是 X 上的任意道路， 7(0) = j { l ) = xq ； 8( r ) = a ： o , S : / —> X . 同一 
个同伦 A ' X — X 建立了闭路 7 和 5 之间的同伦，于是 X 上的任意闭路同伦， 
即 Tnpo ^ o . 

32.60. 习题的断言由下列两个断言 推出： 

a) ^ B \) 的所有元素（巧是圆束）表示成元素和〜的有限乘积的形 
式,其中如 e Tn (^) 是标准嵌人映射 的类； 

b ) 这样的表示精确到约去相继出现的因子和 t? q 是唯一的. 

我们来证明断言 a ). 考察映射 /•. S 1 — BY 把 S 1 和每个圆周 

别表示成三个一维单形和 P ai Q a , R a 的和的形式.根据单纯逼近定理, 
映射/同伦于复形 S 1 的某个重分到中的一个单纯映射 F . 映射 F 右乘同 
伦仍， 这里仰是恒等映射， A 则转换 P a , R a 到基点，且拉伸 Q a 成整个沿.我 
们就得到同伦于原来映射的映射映射巧把#被分割成的相等的部分中的 
每一个或者转换到一个点，或者缠绕到圮 （a e A ) 当中的一个上.这样的映射 
的类在中表示形式为 Va \ v ^ e 的元素的乘积， e 是基本群的单位元素， 
即常映射的类. 

转向断言 b ). 乘积说 ^ ( £ s = ±1) 不等于7^(巧）的单位元，其中 

k > 1， 不相继出现如和％ 1 ,即在 7 n ( si ) 中不存在任何关系.在覆叠映射 
V ' T — x 之下，每个点的原像 p - 1 * = z ? 同群 mix ) 关于子群 p # (7 n ( T )) 的陪 
集的类一 一 '对应. 特别地，如果 Xi,X2 £ X £ X , p(xi) = p ( x 2) = X, S 是从 
到心的任何 道路， 那么带基点: C 的闭路 p ( S ) 不同伦于零，因为不然的话，将有 
Xi = X 2. 设 T ] = 也 是按 A 的符号所对应的方向沿束的圆周环绕的 
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闭路.取束的 A :+ 1个样本，并且把一个置于另一个之上.在第一个束和第二个 
束中取成\，在这两个样本中沿弧段切割，延拓到它们的投影 7 T 之后，十字交叉 
地连结端点.类似地利用冗纟连结第二个束和第三个束，如此下去.如果字7?里 
相继岀现两个同样的字母，则应当从同一个圆周切割两个弧段.如果^ = 1，第 
二个操作在第一个之前，在相反的情形，则第二个操作在第一个之后.这样我们 
就得到了上的 ( fc +1) 重覆叠空间.此时，道路7/用从下面的点开始到上面 
的点终止的道路覆叠.整个闭路不同伦于零. 

32.61 •设 /: K 和5: K K 是同伦等价，即5。/ sldyp = 

Idy 2 . 定义映射 A : TrdyO — TrdK ) 和％: 7 T 1 ( Y 2 )^7 r 1 ( Y l ). (如果 a : S 1 ^ Y u 

a e a e 7 Ti ( yi )， 则 /*Ck 是闭路 /* 。 a : 5 1 ^ > 2 的类 .） 因为 = (/ o 0)*, 故 
^(¥ 2 )^ 7^{¥ 2 ). 并且 TTi ⑺）— TT ^ Fi ) 是同构.由此得到 TT^yO ^ 
7 ri ( y 2 ) - 

32-62 .设 WX ) *7^(10 是 WX ) 和 7 Ti ( y ) 的自由乘积.再设 X 和？分 
别是 X 和 y 的万有覆叠空间.而 x Q 是和束 XVY 的基点.以下列方 
式构造空间 Z : 取又，考察 p -^ xo ), 其中 P : X — X 是覆叠映射，并且在每个 
点4 e p -\ xo ) 粘合 R 我们就等同了 #和其中是 p f ~ l ( x 0 ) 的某个 
点， 而 〆 ： Y ^ Y 是覆叠映射.在“被粘合上的”每个样本 f 中，在 f - iOco ) 的 
每一个其余的点，以这样的方式粘合爻，如此下去.我们以自然的方式定义投影 
p ": Z ^ XVY : 每个样本 f 通过 〆 映射到 Y , 而每个样本 X 通过 p 映射到 
X . 显然，我们得到的空间是在 xvy 上的覆叠空间.现在来考察 X V Y 的基 
本群.设 Z 的点 t u t 2 属于 （ pHxo )， 连结 h 和的道路在投影 p 〃 之下转换 
成某个闭路 a ， 用以表示 Tn ( xvy ) 中的类工我们指出，从覆叠的构造和 X,y 
的连通性推出，从 h 到匕的道路精确到同伦是唯一的. 

设6 e tti(X vy ) 按生成元匕 e 〜(义）和匕 e 7 n ( y ) 展开，即令 & = 

那么这个表示精确到7^(义）和 TTiOO 中的关系是唯一的•实 
际上， 设 P =魏 2 2 …魏 ：〜 1®, 这里不是所有的和 A 都等于零（我 
们约化了的字符)，而1是¥点： To 的常闭路.此时3可以用 Z 中的道路覆 
叠，从覆叠的形式明显看出这个道路不是闭的，因此$ = 1. 我们这就得到了 
MX WY )= 7 Ti ( X )* 7 Ti ( y ). 这个结果也可以从范坎彭 （van Kampen ) 关于复形 
的基本群通过其子复形和交的基本群表示的定理推出. 

32.63. 定义如果 K 是扭结，则基本群 7 n ( M 3 \ K ) 称为扭结群. 

我们需要求这个群的余表示.考察三瓣扭结的上（下）余表示.设是它 
的投影.点& (i = 1， ... ，6)分扭结成交错出现的两类闭连通弧——上行类和下 

①原书为占二苟冗芍…兮:. 

© 原书为占=…❾亡~ 1， 


译者注 
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行类.设 A 1 , A 2 , A 3 是上 行弧， B u B 2， B 3 是下行弧，而巧是带生成元的 
自由群.我们称 M 2 中的道路^是简单的，如果它是有限个闭直线段的并集，它 
的起点和终点属于，它与交于有限个点，这些点既不是的顶点，也 
不是 r 的顶点.我们令每个道路对应 W € F 3 , W … 其中& 是自 
由群的生成元，按照 u 怎样从经过，而令 q = 1或 q = - 1.群 7 n ( R 3 \^) 
的上余表示有形式 ( x ， y ， z ; ri , r2 , r 3 ), 其中 r : = 是关系.如所周知，由这个公 
式给定的上余表示是巧牌 3 \ K ) 的余 表示. 环绕上行段 ( x , y , z 为其生成元）的 
闭路^,^2^3满足等式 

vf = x ~ 1 yzy ~ 1 , vf = y ~ x zxz~ x ^ vf = z ~ l xyx ~ 1 . 

我们得到了余表亦 ( x ， y , z ; x = yzy ~ l , y = zxz ~ l , z = xyx -1 ). 代入 z = xyx - 1 

即得 

tti ( K 3 \欠) =( x , y ; x = yxyx ~ l y ~ 1 1 y = xyxy ^ x -1 ). 

于是 7 Ti ( R 3 \ K ) = ( x , y ; xyx = yxy ). 三瓣扭结不能解开，因为它的型异于平凡扭 
结的型.如果扭结 W 和有同样的型，那么它们的补空间具有同样的基本群. 
群 G = ( x , y ; xyx = yxy ) 不是无限整群实际上，可以构造同态0: G — > 5 3 , 
这里灸由轮换 （12), (23) 生成. 

设和是连通 n 维单纯复形 K 的连通子复形，并且 K 的每个单 
形至少含于这两个子复形中的一个.设交集 D = K f n K fl 不空且不连通.设 
F , F f , F " , F d 分别是复形 K ， K 、 K ' D 的基本群.取0 e D 作为闭路的起点.那 
么子复形 D 的每个闭路同时是复形和的道路.这里处于著名的范卡彭 
定理应用的范围.群 F 由自由群 F ' x F 〃 得到，如果等同对应 F d 的同一个元素 
的 P 和 F " 的每两个元素，即令这些元素相等，这就是要补充群 P 和的生 
成元之间的关系. 

32.64. 我们求以下列方式定义的螺旋扭结的基 本群： 在圆柱面的侧面上引 
彼此距离为 2 ix / m 的母线，然后上下底相对转动 2 itn / m . 随之把上下底等同.给 
K 3 添加一个反常点 （ oo )， 使 M 3 转换为 S 3 . 从炉上除去属于扭结的管状邻域的 
所有的点.我们就得到作为扭结的补集的多面体用扭结所在的环面把 S 3 分 
成两部分.复形 K 分裂成两个环体，在其中的每一个的曲面上，扭结的管状邻域 
被除去.取一个环体作为 K '， 另一个（带无穷远点的）作为多面体 K ^ K ^) 
的基本群 F f { F tr ) 是带一个生成元 A ( B ) 的自由群.生成元4可以用多面体 K 
的环体的中间线表示（类似地处理 S ). 两个环体的交集 I ?自身则用旋转圆 
环表示 . D 的基本群同样是带一个生成元的自由群，取圆环的中心线作为它的生 
成元 C . 群泸〃是带生成元4和 S 的自由群.在道路4和 B 适当定向 
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后，道路 C 看做群 F ' 的元素等于看做 F " 的元素等于 S ' 我们得到关系 
^ = B n . 这样就得三瓣扭结 7 的扭结群的余表示 7n ( 5 3 \ 7 ) = {AB; A 2 = B 3 }. 

我们得到的三瓣扭结的基本群的两 个余表 示是等价的.这个事实的验证留 
给读者 • 

32.65. 取属于 W 的点0作为闭路的基点,那么 W 的每个闭路同时是复形 
z , y 的闭路，即群 miW ) 的每个元素对应群 7 n ( Z ) 的元素和群 7 n ( y ) 的元素. 
把 z , y , w 表示成单纯复形的形式.用道路连结 x 的每个顶点和 o . 如果顶点 
在 w 中，由于 w 的连通性，道路可以完全在 w 中描绘.复形 x 的任意维的单 
形或者含于 z \广或者含于 y \ z ， 或者含于 ynz . 这样所有的单形的集合分 
解成三个不相交的子集叉，7，束.群 7 Ti ( X ) 的生成元&可以——对应到复形 x 
的棱.依赖这个棱属于怎样的单纯复形或尿)，而把％重新命名为 z hVi 
或叫.这样一来， 7 rx ( X ) 以基本群巧(10和 ^ i ( Z ) 的生成元作为自己的生成元 
(^( W ) 的生成元算在7^00和 7 T X { Z ) 的生成元里了).群 7 Ti ( X ) 中的关系—— 
对应复形 X 的棱和三角形.由于复形 X 分割成三个子集，这些关系也分割成三 
类.我们写出关系 

^( wuZi ) = 1 ( 在 Z 中)， ^{ wuVi ) 二 1 ( 在 F 中)， 姑 Wi ) = 1 ( 在 W 中). 

第三个类型的关系是对于群 ^( W ) 定 义的; 第二和第三类的关系是对于群 ^( Y ) 
和 W ) 定 义的； 第一和第三类关系是对于群巧⑹和 MW ) 定 义的; 最后，所 
有三种类型的关系是对于群 MX ) 定义的.这些关系可以用下列方式 改写： 

L 姑 w , i ) = '， 也 ■«) = 1， < = 

前四个类型的关系定义群 Tn ( z ) 和 ^( Y ) 的自由乘积.最后的关系意味着群 
MY ) 和 7 n ( Z ) 的对应 7 Tl ( W ) 的同一个元素叫的元素应当等同.证明中利用了 
W 是连通的这个事实，因为在相反的情形下关于群 7 n ( X ) 的断言并不成立. 

例 z = Y = I 是线段， W = S°, X = S\ 7 Ti ( X ) =Z, 7 Ti ( Z ) = 7 n ( y ) = e. 
32.85. 众所周知，对于任何子群 G c tti ( X ) 存在覆叠映射 p : 戈 G — X ，使 
得 Imp ^ TniXc )) = G .在戈 G 上引进乘法.设爸 e p -^ e ), 这里 e 是 X 的单位元， 
H & X G . 用道路 x t ,y t 分别连结6与壬和分： 沄 0 = 色 ,= x , yo = e , yi = y. 
设 = x , p ⑼ = y , 那么 a : 和 2 /与 e 分别用道路 p ( x t ) = : r t 和 p ( y t ) = yt 
连结.这两个道路在 X 中可以相乘，即考察道路 z t = x t x y u 它连结 e 与点 
々= 2 =叩.设 & 可以提升到兄 ^ 中成为道路 ^ x x y = z x . 留下的是验证 
定义的合理性.可以证明下列断言.设 X 是带单位元的广群， a , /? e 那 

么= a x /3,其中左乘在 nde ) 中，而右乘在 X 中. 

我们把这个断言的证明留给读者.而定义的合理性从这个断言直接推出. 


部分习题的答案和解答 


• 319 - 


32.86. 当 p >0 且 g >0 时，对于任意 n<p + q—l 有同构 7 r n (5 p V S q ) « 
7 r n { SP )^ 7 r n ( S ^). 因为 二元组（巧 x 沪，妒 V 妒） 是相对 (p + g ) 维胞腔，所以对于 
m < p + g 应当有 7 T m (沪 X 5' 沪 V 沪 ）=0. 因此 7 T m (沪 V 妒 ） =7 T m (沪 )+7 T m (沪)_ 
如果对于 三元组( X , A ; x 0 ) 7 二元组( X , >1) 是相对 n 维的，则当 0 < m < n 
时 7 T m ( X ， 冼吻）= 0. 其证明留给读者. 

32.88. 从弗赖登塔尔 （ H . FVeudenthal ) 定理推出 断言： 切除同态 7 r m ( C /,^ n ) 
— 7 r m (5 n +1 , y ) 当 m < 2 n 时是同构，而当 m = 2 n 时是满同态，其中[/和 V 是 
5- +1 的北和南半球面.我们求 7 r 3 ( D ' dD 2 ) : 


( dD 2 ) 7 r n ( D 2 ) ^ 7 r n ( D 2 , dD 2 )^ ir ^ idD 2 ) 


― > 


» • • 


当 n = 3 时我们有 n 3 {dD 2 ) = n 3 ( S l ) = 0, tt 3 ( D 2 ) = 0, 7 r 2 ( dD 2 ) = 0 . 由此得到 
兀 3( 乃 2 ) % 7r 3 (D 2 ,dD 2 ) = 0. 从正合序列得到 7 t 3 (5 2 ) = 7 t 3 (5 2 , D 2 ) = Z . 

32.89. 利用塞尔丛的正合同伦序列证明. 

32.90. 利用射影空间的胞腔表示并考察标准覆盖证明. 

32.92. 我们来证明 tt ^ CP -) = 0. 这里 CP n 是胞腔复形，对每个偶维数 
恰有一个胞腔，即它没有一维胞腔.根据带一个零维胞腔的胞腔复形基本群的定 
理，我们得到二 0. 进而，球面 S 2 n + 1 带纤维沪覆叠在 CP n ±. 事实 
上，设沪 1+1 C C -+ 1 (标准嵌入)，那么当且仅当 E kl 2 = 1时，（仏 ... ， z n+1 ) 属 
于 S 2n+1 . 还有 


CP n = {(々，…， z n +1 ) 精确到因子 A }， 

即（〜…，“ +1 ) 和 A (^,...^ n+1 ) 定义 CP n 中的同一个点_我们构造映射 
/： S 2n+1 — CP n , f ( z u ...) = (q ，…) . 它连续，并且它的像是整个 CP n . 在 CP n 
的点 “ 挂”上 S 2n+1 的点的集 合:设（ 21 ，…， z n+1 ) e CP 1 ， 则 z n+l ) = 

{ e ^( 2l ,..., 2n+1 )} c 5 2 n +1 , 其中广 1 表示求完全原像，0彡#彡 2 tt . 事实上, 
e ^(^,..., 2 n + i ) m 仏… ，〜 +1 )是 CP 的同一个点，但如果 仍_ < f 2 ，在 

炉 n +1 上是不同的.留下的是利用丛的正合同伦序列. 

32.93. 从关于胞腔映射的定理推出断言. 

32.94. 设 p x: X x K — X ， p y: X x y — y 是投影 . 我们构造 同态 : 
7Ti(X X y) — 7ri(X) ㊉ 7Ti(y) 如下： (f(a) = {jpx^Oi,p Y ^oi)> 现在证明 w 是同态 : 

< p { a -\- P ) = ( px*(a + ^), py *( Q ! + /3)) 

=(Px*Q ；， p y *a) ㊉ (px*^,py*/?) = W(Q；) ㊉ ip(P). 

再证明 p 是单态射.设 p ( a ) = 0,即 px^oi = 0, py m Oi = 0 . 于是如 = px ° «： 
S n — X 同伦于常映射，即存在 : S n — X , 使得#。=如，矽 X1 = 如下 
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构造同伦 A : ^( a ) = ( V ^( a )， p y * a )_ $ x ( a ) 是俨到 （*) x y c X x ：K 的映射， 

(*, py *( a )) 6 7 T n ((*) x y ) = 兀„(>").而 PY ^{ a ) 是收缩的球体，即 a ; 收缩. 

我们证明 p 是满态射.设 /3 € 7 T n ( X ), 7 ^ TTn (^), 那么 Of 二（久 7 )在映射 W 
下转换为/ 3 ㊉ 7 . 

设给定万有覆叠映射玢 么 X ， E 2 Ay . 考察映射 Pl xp 2 ： E 1 xE 2 ^ XxY , 
(Pi x p 2 )(ei x e 2 ) = ( p iei x P 2 e 2 ). 我们断言这是覆叠映射.证明留给读者. 

设 G 7 Ti ( X , x 0 ), 72 e 7 Ti ( y , y 0 ), Q；1 e ^( XjXo ), a 2 e 7 r n ( Y ， y 0 )， 并且设给 

定球 体⑷沿 7 l 的某个同伦 F t , 使得 Foiar ) = a u = 7 i [ ai ], F ^) e 

7 T n ( X , 71 («)). 类似地，对于 A ( a ) 有： ^ o ( a 2 ) = a 2 , 伞 i ( a 2 ) = 72 ( 0 = 2 ], 伞 t ( o ； 2 ) G 
7 r n ( Y ， 72 ( t )). 我们定义球体 a = (叫 ® a 2 ) 在 X x F 中的沿闭路 7 = ( 7 i ㊉ 72 ) ⑴ 
的同伦为 x $ t ( o ： 2 ). 此时 i ^ cn ) X ^( Q ^) = 7 [« 1 ] ㊉72 [« 2 ].于是 

[7i ㊉72][ 叫 ㊉ a 2 ] = 7i^i] ㊉ 72 M ， 


而因为 x x y 的任意闭路 7 和任意球体对于某些 7i e ^( X ), 72 e 7 n ( y ), 
Oti e 7 T n ( X ) ? a 2 e n n ( Y ) 有形式： 71 © 72 和 ai ㊉0 ； 2 ，从而 tti(X x Y ) 对于 
7 T n (X X Y ) 的作用完全定义. 

32.96. 利用霍普夫丛映射沪 — S 2 . 它以下列方式 定义： 

S 3 = {(z u z 2 ): | 2i | 2 + | z 2 | 2 = 1} eC 2 , S 2 =CP\ 

即 S 2 = {( 21 , Z2 ): { Xzi , Xz 2 ) ~ ( zi , z 2 )}. 我们得到丛映射 S 3 — S 2 . 对于这个丛 
映射写出正合序列 

…— 丌办 1 ) — 7Ti(5 3 ) ^ 7T i _ 1 (S 1 ) 

从序列的性质得当 i > 3时 tt ,(5 3 ) = MS 2 ). 根据弗赖登塔尔定理，同态 
TTi - iiS ^ 1 ) ^ 7Ti(S n ) 当 i < 2 n — 2时是满态射，而当 i < 2 n - 2时是同构， 
即同态 TT !^ 1 ) ^ 7 T 2 (5 2 ) ^ 7 T 3 (5 3 ) 是同构.因此， 7 T 3 (5 3 ) = Z. 因为当 i 彡3时, 
^i{S 3 ) = 兀必 2 ),故 ^(^ 2 ) = Z. 


34.21. a ) 参见图 173. b ) 参见图 174. 

考察环面到 M 3 中的嵌入，使得它的旋转轴保持水平，即环面保持“站 立”. 
在图 174 a 中指出了高度函数的临界水平.我们开始“让环面逐渐歪斜这时， 
对应鞍啤界点的临界值愈来愈靠近.在图174 b 中显示在某个时刻，鞍临界点出 
现在同一个水平上.高度函数对应的临界等位线被显示出来.在图 174 c 中显示 
了原子，即鞍点临界等位线的邻域. 
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a 173 




b 

图 174 



34.22. 参见图 175. 

34.23. 参见图 176. 

34.24. 参见图 177. 


1/2 b 



1/2 b 


S 175 









部分习题的答案和解答 


A - M - A 




图176 



Q 


177 


P 








部分习题的答案和解答 


35.1. 仔细考察作用泛函的欧拉方程，并且在局部坐标下写出这些方程.此 
时应该利用克里斯托费尔符号的显式公式. 

35.2. 应该对于两个泛函写出欧拉方程，然后考察泛函在变量替换时其极值 
解发生什么变化.待证的断言从长度泛函不变和作用泛函并非不变推出. 

35.3. 证明归结为直接计算.应当用笛卡尔坐标写出欧拉方程并且利用计算 
光滑函数的图像的平均曲率的显式公式. 

35.4. 证明类似于前一个习题.这个类似的基础在于两个习题中函数图像的 
余维数都等于1，因此平均曲率张量用同一个函数给出，这个函数正是平均曲率. 

35.5. 利用经典的不等式 

35.6. 把被积表达式平方，并且比较它们. 

35.7. 利用在曲线坐标下写出的贝尔特拉米#普拉斯方程的局部理论.从 
这个理论推出在用解析函数给定的二维曲面上，局部地总是可以引进共形坐标. 
补充上平均曲率等于零的条件,这些坐标就转变为调和的. 

35.8. 例如，映射 r ( u , u ) = ( u , v , u 2 — v 2 ). 

35.9. a ) 提不设 r = 1, , o ? 2 是 一 ' 对标准正交 向量. 需要证明 (^2) ^ 

1，其中 cj ( u ； i ， a ；2) = -4( u ； i , a ；2). 考察 

= (5 = 5(0^ ， u ； 2) + iA(u ； i ， a ； 2) = 

由此得到 0^2)1 = |_ 1 4(0；1，0；2)| 彡 | u ； i | | u ?2| = 1 . 现在设 ■ A ( a ； i ， U ；2) = 1，那 

么 i ，即 5( iu ； i , u ；2) == 1 . 因为 | u ；2| = = 1，所以 a；2 = u ? i ， 即 

张在心，0； 2 上的二维平面是复直线.对于 r > 1需要利用关系 1)^(0；!, u ; 2 ) = 
v /^7, 其中如是定义在2 -齐式 a / 2 ) 上的反称数量积. 

b ) 提示从维尔丁格不等式（见前面习题 35.9) 和斯托克斯公式推出.事实 
上，考察外2-齐式 

n 

uj = dz k A dz k 

k=l 

ri (2r) = 4 a; 八…八 a; (r 次 ). 

r ! 

0 . 从斯托克斯公式推出 

f n (2r) = f n( 2r ). 

Jw Jv 


和 

因为 dcv = 0, 故 = 
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积分式中齐式 M 27 ") 沿 27 * 维子流形应看做（在局部坐标 Z 1 ， ... 下）形式如 

il( 2r ) (Ci ； i , ^r^x 1 A • • • A dx 2r 

的表达式，其中 A, … ， u; 2 r 是子流形（在 e = M 2 " 中欧几里得度量诱导的黎曼 
度量下）的切平面的标准正交基 . 如果子流形 W 是复的，则 

r 2 ^(u ； i,...,u; 2r ) = l 并且 wol(W) = ( 9S 2t \ 

Jw 

如果子流形 v 是一般形式的（即是实的 ) ，则 .^ 2r ) ^ 1,于是 

f Q {2r) < vo\(V), 

Jv 


这就证明了断言. 

c ) 在小题 b ) 中的计算带有局部特征，容许在凯勒流形的每个点的邻域中进 
行.反之,斯托克斯公式在任意光滑流形上成立.我们提醒，凯勒流形的外2-齐 
式是闭的. 

35.10. 根据隐函数定理，一个坐标，例如 〜， 可以（在等位曲面凡 = const 
上）表示成其余变量的光滑函数.在此之后，把这个函数代入关于泛函 J 的极值 
函数的欧拉方程. 


36.9. 我们指出开球 P 和挖去一个点的球面 W 同胚.用关于维数的数 
学归纳法证明我们的断言.假设维数 n = 0,那么断言显然成立.设断言对于 
小于 n 的所有非负整数成立，那么根据归纳假设，我们的复形的 （n - 1) 维骨 
架 K ^ 1 嵌入到欧几里得空间 M 〃中.这意味着在 X - 1 上给定了连续实函数 
/ i ⑷，…， /" ⑷，使得对于 x 爹 y 有 (/ l ⑷，…，/〜⑷）# (/ i ( y ),...,/ N ( y )). 设 
= …， k ) 是我们的复形的所有的 n 维胞腔，那么函数 fi ( x ) 在每个胞腔4 

的边界（用表示它）上定义.设$同胚于闭球乃 71 的内部 S ' 那么可以认为 
函数 A 给定在\ W 上,这时它们的连续性保持，但 一一 性可能会失去.我们 
以下列方式把这些函数从 D n \ B n 延拓到 W 上（即从到$上)•设 z e 丑' 
并且 z # 0.令 fi ( z ) = \ z \ Mz /\ z \). 如果 2 = 0,则令 fi ( z ) = 0. 这样我们就把函 
数力延拓成在整个复形 K 上的连续函数.现在定义函数 d ( x )，...， d +1 ( x ) .在 
e 】 外令 g {( x ) 三0 ， s = 1, . • •，n + 1,在 e ? 上令 

( 工 1 工 \ 

^sin^l^.^sin^UosTTlxl + lj. 


我们用等式 

F(x) = (/l(X)， …， /w ⑷ ; 化 1 ⑻ ， … ， 5r\+l ⑷， … ， W ⑻， • • • ， 9n+l ㈤) 
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定义 F : K 一 E iV + ^ n +1 l 映射 F 是——的.断言证毕. 

36.11. 设 ei ，...， e s 是复形 K 的顶点.在 M 2 n +1 中的一般位置取点 ei ，...， 
e ' s ， 即对于 j ^2 n + 2 7 任意 j 个点将线性无关.令每个骨架 : T = | ei 。 ^- e ir \cK 
对应单形 : T = 由于点 <，… ， e ' s 在 MM + 1 中处于一般位置 

和不等式 r < n , 点 e i 0 , ... ，^线性无关,故这个单形存在.单形组成同构的复 
形 K '， 因为每个顶点对应 K 的一个且仅仅一个顶点. 

复形 K 是可三角剖分的.为了证明这一结论，我们指出，任意两个单形 
TiA e K f 不相交.设 e :。， … ， e ; p 是 T / 的 顶点； e ;。， …，是 Tj 的顶点（某些 
顶点可能是公共的).设 <，...，‘是所有顶点，它们是 r / 和 rj 至少一个的顶 
点.这些点的个数 r + 1满足不等 k 

r + 1 ^ (p + 1 ) + (g + 1 ) 彡 （n + 1 ) + (n + 1 ) = 2n + 2 . 

由于点 在 R 2 n +1 中处于一般位置，点是某个维数不超过 

2 n +1的非退化单形 t g 的顶点.单形7；和 rj 是 r Q 的边 7 界，而这就意味着如 
果它们不同，必不相交. 

36.13. 我们验证，对于任意 F e expX , 可以找到形式如 0{ U u ..., U n ) 
的集合，使得 F 6 O ⑼ ，…，％〉.显然 F e 0{ X ). 再来 验证： 如果= 
0( Ui ,... , U n ), 0 2 = 0( Vi ,... ,14), Oi n 0 2 # 0，则对于任意 F G expX 且 
FE 0 1 no 2 , 可以找至 |J 0 3 = 0 { w u ..., Wm ), 使得 0 3 c0in0 2) 并且 Fe 0 3 . 

现在就设 F e O ! n 0 2 . 对于任意 i 考察集合 K r nF . 因 

为 F G Oi ，故 K / 0. 因为 F e 0 2 ,可以找到％ ⑷ ，…，％⑷，使得尺 C 
uUtw . 可以认为， { v jp ( i )} 是集合中与 K 相交的所有集合.把所 
有集合{%⑷ } G = 1，…， n ) 的元素统一编号得到根据集合叭的 
构成 ， F e 0( W U ..,, W m ). 此外，不难看到， 0( W U ■ • • , w m 〉c Oi n o 2 . 这样我 
们就验证了形式如0奶，… ，队〉 的集合组成某个拓扑的基，这正是要证明的. 

36.14. 设 X 是7\空间，它的所有单点子集都是闭的，因此映射/是有明确 
定义的.显然，/是到自己的像 f { X ) = ex Pl X 上的双射.进而设 0( U U ..., u n ) 
是点 { z } 在 expX 中的邻域.令 1 / = n ^ =1 Ui . 因为对于所有 i 有: r e 集合 C / 
非空.集合 0{ U ) 是点 { x } 在空间 expX 中的邻域,并且 0{ U ) c 0( U u ..., U n ). 
显然， rnoiu )) = /7,因为 u = r l ( o ( u )) c /- hckr ， …， u n }), 所以 / 是连 
续的.因为对于 X 中的任何开集[/有 f { U ) = o { U ) nex Pl x , f 显然是开映射. 

36.15. a ) 假定 X 是正则空间. 设 A e expX , F 2 G expX , 并且巧 7 ^ 

可以认为 F 2 \ F ^0. 由于空间 X 的正则性，可以找到点 xeF 2 \ F x 的邻域 f / 
和 集合朽 的邻域 v , 使得 unv = t 如果巧 = { x }, 那么 o 〈 c /〉 和 0{ V ) 是空 
间 expX 中的点朽和 F 2 的不相交的邻域.如果# { a :}， 那么 0( U , X \ •{: r }〉 
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和 0{ V ) 是所要求的邻域.于是 expX 是豪斯多夫空间. 

b ) 假定 expX 是豪斯多夫空间.设 x e X ， F 是 X 的闭子集， x ^ F . 

和 FU { x } 是空间 expX 的不同的点.因此，可以找到点 F 和 FU {: r } 的不交 
的各自的邻域 O 奶，… ，队〉和 0{ V u ..., V k ). 令 V = n {% | z € %}.我们指 
出 V 门 ( u ? = 1 C / i ) = 0 . 如若不然，存在点 yeVn ( uf = 1 ^)- 点 ye uf = l U u 于是 
{ 2 /}0厂€0〈[^，...，%>门00/ 1 ，...,%〉，这与集合0〈17 1 ,...，[4〉和0〈 1 ^ 1 ，...，14〉 
的选取相矛盾.于是 F n ( Uf = l Ui ) = 0, 此外， x E V ", 并且 F C 因此 1/ 

和 r = u 2 =1 Ui 分别是点: r 和集合 F 的不相交的邻域,从而 X 是正则的. 

36.16. 我们证明条件 a ) 和 b ) 的等价性.设 X 是正规的， F 是 X 的闭子 
氣 0( U U ..., U n ) 是它在空间 exp X 中的邻域.我们指出，族 { R ，…，队 ,X \ F } 
是 X 的开覆盖.因为 X 是正规的，根据关于有限开覆盖的挤压引理，存在空间 
X 的闭有限覆盖 { F u ..., F n , F n+1 }, 使得 K CU { , i = l ，...， n ， F n+1 cX \ F . 
我们指出，可以给巧补充一个点,使得 FiOF ^^ (点可以取自集合 UinF ♦%)， 
故可以认为条件 F , nF ^ 0 满足. 

因为 X 是正规的，根据乌雷松引理,存在 X 上的连续函数 ' X 一 [0,1], 
i = 1 , ... ,n + 1 ,并且 fi\ Fi = 0 , fi\ X \Ui = 1 - 对于任意 t > 0 , i = 1 ,… ， n , 令 

= {x I fi ( x )< t }, = o { v liU ..., y n , t ). 

对于闭区间 [ 0 , 1 ] 的任意 g 和 r % 只要 g < r ， 就有 C (这里以及往后用 7 

表示集合 A 的闭包).为了下面的论证,我们需要两个辅助引理.对于空间 X 的 
子集 Xo , 用 exp ( X 0 , X ) 表示所有这样的集合 F cXo ^ F ^ ib , 并且 F 在 X 中 
是闭的. 

引理 1 设 X 0 C X , X 是空间，则 

exp ( X 0j X ) expX = exppC ^ , X ). 

证明显然， exp ( X 0 , X ) c exp ( X 0 , X ). 我们指出 exp (又 0 ， X ) 在 expX 
中是闭的，因此 exp ( X 0 , X ) C exp ( X 0 , X ). 再来验证反向包含关系.设 F 0 是 
exp ( X 0 , X ) 的任意的点，而 0{ U U . .. ， C / n 〉 是这个点的任意邻域.我们有凡 C X 0 , 
并且对于所有 i == UiHFo ^ 0 - 因此 ^ nX 0 ^ 0 , 从而对于所有 i 有 

Knx o # 0 . 

我们取 A € C/i flX 。. 令 F = { zi ,... , x n }, 那么 F e exp ( JsT 0 , X ) Pi 0{ Ui ,. .., 
[/„〉 ，即 exp ( X 0 , X ) nO ( U u ..., C / n ) 7 ^ 0. 于是包含关系 exp ( X 0 , X ) Cexp ( X 0 , X ) 
被验证,引理也就证明了. 

引理 2 设 {R ，…， C / n } 和 K } 是:空间 X 的两族开集，并且对 
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于任意 i = l ，...， n 有 Fi C 则 

0 ( V u ..., V n ) expX cO ( U u ... 1 U n ). 


证明 


吼 …， KO = exp (\J V ^ X^j f |( f ] (exp X \ exp(X \ V U X )) 

\ i=l / 乂 t=l 


(因为交集的闭包含于闭包的交集) 


C exp 



x 


Vi ,X 



( expX \ exp ( X \ V ；, X )) 


(根据引理 1) 


C exp 





)n(Q 


(exp X \ exp ( X \ V U X )) 


(根据引理条件) 



(exp X \ exp ( X \ Ui , X )) 


引理 2 证毕. 


根据引理 2, 包含关系 [ Wg ] C W r 满足.这就意味着空间 expX 允许在任意 
点 F 和任意闭集 


F 1 = expX \ 0 ( U li ..., U n ) 

之间的完全分离，因此 expX 是完全正则的. 

从条件 b ) 推出条件 c ) 是显然的. 

现在证明从 c ) 蕴含 a ). 设凡和 R 是空间 X 的不相交的非空闭集.考察 

W = exp ( X \ F l 7 X ), 

W 是 expX 中的开集， 并且凡 e 由于空间 exp 义的正则性，可以找到点凡 
的这样的邻域 0 { U u ..., U n ), 使得 0 { U u ..., U n ) eXpX C 因此凡 C Uf = l Ui . 
我们指出 n = 0. 假设不然，那么 uf^^nFi) = u2 = l ( T7i ) n 朽= 

# 0,从而至少一个指标 j = l ，...， n ， 使得# 0. 对于 
每个 i = l ，...， n , 如果 i #么取 Xi € 仄； 如果 i 二 j , 则取 ; Ti € ViDFi 
令 F = {^ I i = l ，...， n }. 容易验证点 F 在 expX 中的任意邻域含有集合 
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0( U u ..., U n ) 的点，所以 F e 0[ U U U n ) expX C W = exp ( X \ F u X ). 但是 
Fn 巧一 0. 矛盾. 

这就证明了 R = 0. 由于 凡和朽 的任意性，这就表明空间 X 的 

正规性. 

36.17. 我们指出 expXXexp^X 在 expX 中是开集.设 G expX \ exp n X , 
那么 |_/^|〉 7 T •设 X ]_ ， • . ，， X n j r \ 是属于 F 的不同的点.因为 X 是豪斯多夫的，对 
于任意的 i 可以找到点〜的这样的邻域使得对于 i / j 有仏 n % = 0.令 
W = 0( X , U u .. ., u n+l ), 那么 Few . 此外， wnexp n x = 0, 因为如果 GeW , 
则根据集合 Ih ，…， U n +1 的选取，应当有 | G | > n _ 于是 exp X \ exp „ X 是开集, 
从而 exp n X 是闭集. 

36.18. 设: r 和 y 是空间 X 的两个不同的点. 令 F = { x , y }, 则有 F e 
exp 2 X \ exp ! 尤.由于 expi X 在 exp 2 X 中是闭集，故 exp 2 X \ exp L X 是开集. 
因此，对于 F 可以找到 F 在 exp 2 X 中的这样的邻域 W = ( U u ..., U n l 使得 
WD ex Pl X = 0. 

令 O x = n{Ui I x e U t }, O y = n { U i \ yeU i ). 不难看出， xeO Xl yeO y ,^ 
且 0, n o y = 0. 于是， x 是豪斯多夫空间，这正是要证明的. 

36.19. a ) 设7 = 0的，...，叫， 这里％ 是 X 中的开集.我们要证明、卞 
是 X 71 中的开集.设 ; r = ( xi ,... , x n ) G 7 r ~ 1 V . 因为 7 r n a : e V ，不失一般性，可以 

认为工1， . • ■，工 j+i G ，_ . ，， Xj k _! + i ， . •. ，尤九 € 

O = Vi x - • x V \ x ■ ■ ■ x Vk x ■ • ■ x Vk , 

■■ V 1 〆 、 V 〆 

3 l jk—jk 一 1 

则 O 是点: T 在；^ 中的邻域，使得 O C TT - 1 ^ 因此 Tr - 1 ^ 是开集. 

b ) 设 n ^ V 是开集.我们要证明 V 是开集.设 ;r = ( xi ,... , Xm ) eV . m ^ n , 
其中 XI ， ...， x m 是 X 中不同的点.令2/ G 则 y = (2/ f )， 其中 j = 1，… ， m ， 
yi = X ,, 因为 TT ^ V 是开集,对于任意 y e TT -^, 可以找到邻域 O y = nr=i Oj(yh 
使得 O y C 巧 1 !/.令 

n ( n _))， 

ye ^ n 1 ^ i 

则 W = 0{0 U . ..,0m) 是点 X 的开邻域，并且 TT-^C TT - 1 ^ 因此 W C F ， 故 
V 是 exp ^ X 中的开集. 

36.20. 假定 [ x ] e SP^X = X n / G f . 考察点 （ xt ，…， z n ), 它是等价类[: r ] 的 
任意一个代表.为了满足条件 7 rg , G 。略 = Trg ， 必须满足条件 7 rg , G ([ x ]) = [ x ] g , 
其中 

\x Q — { 工 ( 7 ( 1 ) ， • ， _ ， ^a(n) \ O' ^ Gy . 
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于是映射 7 Tg ， G 的唯一性得以验证.留下要证明的是此映射不依赖于代表 （ A ,... ， 
x n ) 的选择.假定 ( X 9{ lh ..., x g { n ) ) 是类 M 的另一个代表，其中 P e G '. 由于 
G’ CL G ， 故 g 6 G ， 由此得到 (Xg ⑴， • . • ， ^g(n)) ^ { x ct ( 1 )，- . . ， x a(n) W ^ ^},这就是 
要证明的. 

36.21. 假定 O c X n 是开集， O = nili Oi . 我们要证明 TrgO 是开集.为 
此,根据商空间 X ^/ G 的拓扑的定义，只需验证 （ TTgrYTTgO ) 是 P 中的开集. 
事实上， 

n 

= u 〜⑴ x … x 〜⑻= u 

<tGG cr^G i=l 

于是映射 TTg 的开性得以验证. 

设 F C X n 是闭集.必须验证 TTgF 是闭集.设[ X ] € SP ^ X \ TTgF , 那么 ㈤ 
可以表 7 K 成[: E ] =[(〜⑴，… ， ar CT ( n ))]， 其中 （ Tl ， … ， Zn ) 是类 [ xj 的任意代表，并 
且对于任意 a eG , (〜⑴，…， x CT ( r0 ) 麥因为 F 是闭氣对于任意分€ G ， 可 
以找到集合 Oiy 它是点= (%⑴，…， x g ( n )) 的邻域, 使得 0 Xg fl _F = 0. 可以 
认为 0 Xg = nr=i Of ， 并且对于所有 i = 1，…, n 有0^ ⑷ e Of . 令 
V = U 7= i y u 那么对于任意 P e G 有 nLi HF = 0 -因此 ， Trgyn n^F = 0. 
此外,根据业已证明的事实， TTgK 在 SPS ( X ) 中是开集,而根据 [ rc ] 和 y 的构成， 
[ x ] G TTgy . 于是 SPS ( X )\ TT ^ F 是开集,从而 TTgF 是闭集 • 

36.22. 我们证明下列一般 事实： 

引理设是拓扑空间，/: X ^ Y , g : Y -^ Z , h : X — Z 是连续映 
射，且 = 映射/是满射.如果/ I 是开（闭）映射，则9也是开（闭）映射. 

证明设 A 是开映射，我们要证明 p 是开映射.设 F 是 r 中的开子集，那 
么由于/的连续性， f~ l V 是开集.此外因为/是满射,所以 gifif ^ V )) = g ( V ). 
另一方面，由于 h 是开映射, g ( f ( f ~^ V )) = h ( f ，) 是开集.在 h 是闭映射的情 
形，证明类似.引理证毕. 

在我们的情形，/ =略 ， g = tt ^ G) h = tt ^. 由于习题 36.20, 映射 7 rg /G 的存 
在性得以保证.映射略和 TTg 的开性和闭性由习题 36.21 得到.利用引理即得 
7 tS ， g 的开性和闭性. 

36.23. 必须验证， V C exp n X 是开氣当且仅当 在 SP n X 中是开 

集.设 V 在 exp n X 中是开集.我们要验证‘屮在 SP n X 中是开集.为此, 
根据 SP n X 中商拓扑的定义，必须证明在 P 中是开集.因为 
?Tn = d ' 故 (7 T n ) ~ 1 (^ 1 V ) = 而由于映射 ' 是商映射，集合 TT^V 

是开集.设在 SP n X 中是开集，那么在中是开集.而 
(^^( q ^ V ) = 7 T ~ l V , 由于映射 7 T n 是商映射， V 在 exp n X 中是开集. 
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36.24. 提示利用亚历山大引理. 

解答设 X 是紧统，那么 X 是正则的，从而 X 是豪斯多夫的（参见习题 
36.15). 我们需要下列辅助引理（亚历山大引 理)： 假设在空间 X 中存在这样的 
预基使得从空间 X 的任意由这个预基的.元素构成的覆盖可以选出有限子覆 
盖，则 X 是紧致的. 

我们指出，形式如 O 〈⑺和 0{X, U) 的集合组成菲托里斯拓扑的预基.设 I ? 
是由这个预基的元素组成的覆盖.我们指出， p 包含有限子覆盖.令 w = x \ un , 
其中 Q = {V \ 0{X,V) e V}. 如果 W = 0，那么 D 是 X 的开覆盖.由于 X 是 
紧致的， D 包含有限子覆盖{ VI , 那么族{0〈义，1^〉，...，0〈义，匕>}是空 

间 expX 的覆盖，由于对于任意点 F e expX , 空间 X 的对应的闭集 F 与每个 

^ 相交，因此尸 e 0〈义，％〉. 

如果 w 非空，那么 w 与 Q 的任何一个元素都不相交.因此，可以找到这 
样的开集 A 使得 0( U ) ev , 并且 WcU . 

我们指出， n 是紧统 X \ [/ 的覆盖.从它可以选取有限子覆盖{%， .. ., K }. 
那么有限族{0〈£/〉，0〈义,％〉,...，0〈义，匕〉}就是 expX 的覆盖，这是因为对于 
任意点 FeexpX 或者对于某个 i 有 Fe 0( X , Vi ), 或者 Fn (^ =1 ^) = 0,而此 
时就有 FCC /， 因此 FeO 〈 t /〉. 

这样，从 P 可以选取有限子覆盖，因此，根据亚历山大引理, expX 是紧统. 

36.25. 根据习题36.24, expX 是紧统.根据习题 36.17, ex Pri X 在 expX 中 
是闭集.因此 ex P 7 l X 作为紧统的闭子集是紧统. 

36.26. 因为 X 是紧统，那么根据吉洪诺夫定理， X” 是紧统.我们注意 
SP & X 凫 X n 在连续映射 7 rg 下的像，于是 SPSX 作为紧统的连续像是 
紧统. 

36.27. 假定 S 是空间 X 的拓扑基,而 F 是 X 的闭子集.设 F € 0(^1,..., 

V n ), 其中集合％是 X 中的开集 ， i = 1，…， n . 对于每个 i = l ，...， n , 可以找 
到这样的 eB.aieAi ( Ai 是某个指标集)，使得％ = u aieAi U ^ (根据拓 
扑基的定义).那么 {U t ai \ i = l,...,n, aieAi} 就是闭集 F 的开覆盖.从它选 
取有限子覆盖 W u ..., Wm . 不失一般性，可以认为对于任意 i = 都有 

WiDF ^ d . 

显然 ， F G 0{ W U . .., w m ) C 0的，…， 14〉. 于是，对于空间 expX 中任意的 
点及该点的任意邻域，存在形式如 G 0{ U u ..^ U n ) 的在其中的另一个邻域，其 
中 R € S ， 而 S 是空间 X 的基，这正是要证明的. 

36.28. 由于紧统 expX 包含 exp n X, 特别地包含其同胚于 X 的子空间 
exp : X, 不等式 wexpX ^ w exp n X ^ wX 成立 •设 wX = t. 根据习题 36.27, 在 
expX 中存在基数为 t 的拓扑基.因此， wexpX 彡 wX , 由此得到结论 twexpX = 
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w exp n X = wX. 

最后， SPgX 是 X 71 的连续像，并且包含 X ,因此 

wX = wX n ^ wSP^X ^ wX, 


从而就得到所要证明的. 

36.29 1) 不等式/5//(^\,巧）>0显然.设^//(巧,巧）= 0.假定巧一巧.不 
妨设 F 2 \ Fi ^ 0. 取 : c € F 2 \朽.令 d = inf y€Fl p ( x ， y ). 因为 K 是闭集，并且 
z 0 A ，故 d > 0. 而对于任意 e > 0有 c O e F u 特别地有 F 2 c O df 2 F x . 这表 
明可以找到: r ' e R ， 使得 p { x , x l )< d /2. 此与 d 的选取相矛盾，因此 A = F 2 . 

2) 显然有 Ph(F u F 2 )= Ph (F 2) F 1 ). 

3) 验证三角不等式 Ph(F u F 3 ) ^ ph(F u F 2 )+ Ph (F 2i F 3 ). 集合 A 含于集 
合朽的 ( p H ( F u F 2 )^£)- 邻域中，集合朽含于 F 2 的 ( p H ( F 2 , F 3 )+ e )- 邻域中. 
从关于 的三角不等式的公理推出 ，朽 的任意点距离朽不超过 ph { F 1 . F 2 ) + 
e + P //( F 2 ， F 3 ) + &由 e 的任意性推出关于 P H 的三角不等式. 

4) 最后，显然有 p ( x , y ) = Ph {{ x },{ v }). 

36.30. 设5 = { si ， …， s m } G exp X , m ^ n . 

a ) 我们指出，点 S 的在菲托里斯 ( Vietoris ) 意义下的每个邻域包含该点的 

在豪斯多夫度量意义下的一个邻域.设 0[U U … Jh ) 是点 S 的邻域.取 e > 0, 
使得对于所有 i = 和 j = 1，…， A :， 从 Si G %推出包含关系 0八 sAcUj . 

设 exp n X 是这样的点， Ph ( S , T ) < e , 那么对于所有的 f G 了存在 G S , 
使得 p { s u t )< e , 即对于某个 j 有 te 0 £ ( Si ) c Uj . 因此 r c U ^ =1 Uj . 此外，对 
于每个 Uj 可以取点 A e %，使得可以找到满足 p { s u t ) < e ^} teT . 那么就有 
te 0 E { Si ) c Uj. 故对于每个 j = 1 …, k 有 TnUj 作 因此 : T e 0(u u …， U k ). 
于是点 s 的（在度量 PH 的意义下的） e - 邻域包含在 aRnf / fc 〉 中. 

b ) 我们指出，点 *5 的在豪斯多夫意义下的每个邻域包含该点在菲托里斯拓 

扑意义下的一个邻域.给定 £ > 0. 令 R = O e ( Si ), i 那么从条件 

Te 0{ U U …， t / m > 推出 p H ( S , T )< e , 即点 0( U U 包含在点 S 的&邻 

域中. 

36.31 . 设 ( X , p ) 是度量空间.对于 SP ^ X 中的 M 和 [ y ]， 令 

p G ([ x ] a y ])= mmmax /? ( x , J y £rCi) ), 

其中（: Cl , ... ， X n ) 和（2/1， ... ， 2/ n ) 分别是类 [: C ] 和 [ y ] 的代表.显然， PG 不依赖于 
类间和 M 的代表的选取. 
a ) 验证 p G 是距离. 
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1 ) p G >0 是显然的.我们证明 p G ([ x ] Ay }) = 0 等价于类 ㈤ 和 M 重合.事 
实上，如果 [ rc ] = [ y ], 那么对于 0 - = e , 我们有 maxipixi . y ^ i )) = mo ^ ip { xi , yi ) = 
may ： ip { xi , Xi ) = 0 (可以认为对于重合的类 [ x ] 和 [ y ] 选取同一个代表，即: z：i =队). 
反之，设 p G ([ xl [ y ]) = 0 ,那么可以找到这样的置换 a G G , 使得对于所有的 
i = 1，… ，71 有而= 2/ a ( i ), 因此推出类 [ Z ] 和 [ y ] 重合. 

2) 证明 Pg([x], [y]) = Pg ([?/]， N ). 实际上， 

Pg ( W ， [ y ]) = minmaxp ( xi , y a[i) ) = mnmaxp ^^), Xi ) 

= unnm fX p(y j , Xa - Hj) ) = n^nmax^,,^,) = P G (M ， N)- 

3) 验证三角不等式 Pg(M ， [ y ]) + pc ( b ], [z]) ^ pg([4 W ). 设 
PG(W ， [J/]) = p ( x 3 , ym ), PoiMAA ) =P(y P ， Q )， Pg {[ x \ AA ) = p ( Xk , Zj ). 

再设 p ( x u zi ) = max . ip ( xi , zi ), 那么根据 p G 的定义，下列不等式满足： 

p{x k ,Zj) ^ p(x tj Zl). 

类似地有 p(y P ,zi) ^ p(y m ,zi), p ( x 5 , y m ) ^ p { x u ym )- 从这三个不等式出发我们 
得到一串不等式 

Pg{[x\ ， [2/]) + PG(b] ， W) = p(x s ， y m ) + p{y Pi zi) 

> Pi^uym) +/?(2/m ， A) > p{x t ,Zi) ^ p(x k ,Zi) = p G {[x\, [z]). 

这就是要证明的. ' 

验证 pg 生成 SP ^ x 的商拓扑•设 ㈣ e sp ^ x , o E [ x ] 是点 M 在度 量阳下 
的开邻域.我们要指出0士]在 SP ^ X 中是开集.为此需要指出， ㈣ 在 

x n 中是开集.设沒 = (yu …， y n ) G (7 rg )- iojx ]， 那么 rmn aeG p ( xi , y a ^))= 

q 令 e 2 = e q > 0. 设 V = {z e X n I p { yuZi ) < e 2 }. 我们指出 V 是点 y 
在空间 X 71 中的开邻域.容易验证 V c {^)~ l 0 £ [ x \. 

现在设 t / 是 SPSX 中的开子集，并且点 ㈤ 在 t / 中.因为 （ Trg )- 1 ^/ 在； T 1 
中是开集，对于任意置换 a e G ， 可以找到 q > 0,使得 

{y e X n I p(x CT(i) ，沾） < e CT } c (tvg)~ 1 U. 

令 e = min aeG £ CT , 那么 O e [ x ] C U . 于是 /? G 是生成 SP ^ X 的拓扑的度量，而该 
拓扑通过商空间 X n / G 来定义.这就是要证明的. 

36.32. 验证恒等映射 expX ^ (expX jPH ) 连续.由此就推出习题的断 
言，因为紧统的连续的双射是同胚（我们提醒，根据习题 36.24, expX 是紧统). 
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设点凡属于 ( expX , p H ). 取定任意的 e > 0. 对于每个点 a : e F 。， 取定点 
工 在度量下的开 f 邻域 O e /2 ( x ). m { O e /2 { x ) \ xeF 0 } 是紧统凡的开覆 

盖.从它取出有限子覆盖{%，... ， t / n }. 我们指出凡 G 0(% ，…， 设 F 是 
0( U U . .具) 的任意的点.如果 yeF , 那么对于某个 j 有 yeUj . 我们指出对 
于所有的 j 有 FoDUj 爹9, 并且 diamt/j < e /2. 因此, p ( y , Fo ) < s /2. 由于点 y 
是任意选取的，再结合集合 F 的紧致性推岀 F c O e /2 ( F 0 ). 类似地，凡 c O e ( F ). 
因此 Ph { F ^ F )< e . 于是集合 i{Oh U n )) 含于点 F G 的邻域中，从而映 
射 i 在点凡连续.由于点凡的任意性，随即得到映射 i 的连续性,此即所证. 

36.33. 这个断言从习题 36.24-36.26 和 36.29-36.32 推出. 

36.34. 记 J = [0,1]. 我们指出映射 tt 2: / 2 — exp 2 / 把关于对角集 △ = 

{( x . x ) \ x el } 对称的点等同.作为等同的结果得到三角形，而三角形显然同胚 
于/ 2 . 

36.35. 映射 tt 2 : H 1 x H 1 一 exp 2 ^把平面 M 2 的第一象限关于射线 x = y 
的对称点等同.作为这个等同的结果我们得到由满足关系 : r > 0和 x < y 的点 
( x , y ) e IR 2 组成的空间，它显然同胚于 F 2 . 

36.36. 映射 tt 2 : R x M = R 2 ^ exp 2 M 把平面] R 2 的关于直线 x = y 的对 

称点等同_结果得到由满足 x ^ y 的那些点 ( x , y ) eR 2 组成的半平面.这个半平 
面同胚于孖 2 . 

36.37. 把圆周实现为端点等同的闭区间 J = [0,1]. 容易看出，通过等同形 
式如 (0, x ) 的点同形式如 ( l , x ) 的点，以及等同形式如 ( x ,0) 的点同形式如 ( x , l ) 
的点 ， 从正方形 1 x 1 得到炉 X 用 P 表示这个等同映射.投影 7 T 2 : 义 X 0 — 
exp 5 x 就表示为等同 p 和投影 tt 2 : Ixl — exp 2 / 的复合. 

设 : T = {( x ^ y ) el 2 \ y ^ x }. 容易看出， tt 2 表示把集合 r 的形式如 （ a :， l ) 
的点与该集合形式如 (0, x ) 的点等同.用〜表示这个等同.于是 exp ^ 1 同胚于 
t 卜 不难验证，空间 r / 〜同胚于默比乌斯带. 

36 . 38 . 设 : T 是立方体 I 3 的点的集合，这些点的坐标满足条件以 > 抑和 
^ ^3 . 容易看出/(3)从集合: r 通过等同位于集合 r 的面上的分别满足条件 

工 1 = 和工1 =❿并且在围绕直线 Xi = x 2 = X 3 旋转角 2 tt /3 时互相转换的点 
得到. 我们指出这个等同的结果同胚于正方形 J 2 上的锥体，这个锥本身同胚于 
I 3 , 此即所证. 

36.39. 参见 36.55 的解答. 

36 . 4 0•设： T 是立方体 J 3 的坐标满足条件 X ! ^ X 2 > X3 的点的集合.显然, 
T 是三维 单形. 我们指出， exp 3 / 由 r 通过等同位于这个单形的面 a =❽和 
^ 2 =^ 3 的点得到，这个等同使得点 { tXz ) 转换成点 (z,Z,t). 作为等同的结果我 
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们得到一个锥，它同胚于 J 3 . 

36.41. 我们指出，好 1 同胚于半开区间[0，1).令 

T = {( xi , x 2 , x 3 ) G [0, l) 3 I Xi ^ x 2 , Xi ^ x 3 }. 

我们指出，丑 1 ⑶从 T 通过等同集合 r 的面 A =❽和:^ = x 3 的点而得到，这 
些点当围绕直线 xx = x 2 = x 3 旋转 2 tt /3 角时互相转换.作为等同的结果，我们 
得到同胚于没有底面的点的锥体.容易验证，这个锥同胚于 if 3 . 

36.42. 我们指出，孖 1 同胚于半开区间丨0，1).令 _ 

T = {( xi t x 2 , x 3 ) e [0, l ) 3 I Xi > x 2 ^ x 3 }. 


容易看出， r 同胚于 sp 3 ( h ^ 另一方面, r 是三维单形，在其上去掉了一个面 
的点，因此， r 同胚于丑 3 . 

36.43. 我们指出，丑 1 同胚于半开区间 [0,1) .令 

T = {( xi 1 x 2 , x 3 ) e [0，1) 3 \ xi ^ x 2 ^ X 3 }, 


那么从 T 1 通过等同边界= ; r 2 和:=工 3 的点得到 exp 3 ( i / 1 ) J 在等同中半开区 
间 {； T2 = x 3 = 0} 转换成半开区间 { a：i = a ： 2 , a ; 3 = 0}，开区间 { x 2 =❿， 工 1 = 0} 
转换成开区间 = x 2 = 1}. 作为等同的结果得到没有底面的点的锥体,它本 
身同胚于 F 3 , 这就是要证明的. 

36.44. 我们指出， R 同胚于 （0,1). 进而，与习题 36.41 的解答类似，我们得 
到 R (3) 同胚于没有各个面的点的锥体，即同胚于开球，它显然同胚于 IR 3 . 

36.45. 我们指出， R 同胚于 (0,1). 进而，逐字逐句地重复习题 36.42 的论 
证,我们看到， SP ^( R ) 同胚于三维单形，在该单形上去掉了两个面的点，而这样 
的单形同胚于丑 3 . 

36.46. 我们指出， IR 同胚于 (0,1). 进而，与习题 36.43 的解答类似，我们得 
到 exp 3 ( M ) 同胚于一个锥体，在该锥体上去掉了底面和侧面的点.这个集合同胚 
于开球，而开球本身同胚于 M 3 . 

36.47 . 设 X 是胞腔空间.用 X " 表示 X 的 n 维骨架.我们需要下列引理. 
关于胞腔空间的基本群的定理设 X 是具有唯一零维胞腔 e Q ， 一 维胞腔 

{ e }}^ 和二维胞腔 { eUfii 的胞腔空间.设爲是群〜(尤 1 )的通过“粘合映射” 
9 j ' S l ^ X 1 (j = 1，…， M ) 生成的元素 ，则 Tn ^ e 0 ) 是带生成 X 族 { e 〖} 和定 
义关系组爲=1 {j — 1， ... ， M ) 的群 ■ 

这个定理的证明可以在有关同伦拓扑的标准教材中找到. 

用等同端点的闭区间 J = [0,1] 表示圆周，那么就从 J 3 通过等同立方体 J 3 
的相对的面的点得到(5 1 ) 3 . 
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设7 1 = {( xi , x 2) x 3 ) e I 3 \ xi ^ X2 ^ x 3 }. 容易看到， ! T 是三维单形.令 
A = (0,0,0), B = (1,0,0), C = (1,1,0), D = (1 7 1,1),男 P 么 A , B,Cm D 是单形 
T 的顶点. 

容易看到， exp ^ S 1 ) 从 T 通过等同面 ABC 和 BCD 的点以及面和 
ABD 的点 得到： 在前一个等同中，点丑 与点 A 等同，点 D 与点 (7 等同，点 C 
与点 B 等同; 在后一个等同中，点 B 与点 C 等同.我们指出，在这样的等同之下, 
点对应到同一个点.用 e Q 表示这个点.此外，棱 AB , BC , CD , AC 
和对应到一个圆周，用 a 表示它.而棱 AD ® 对应到一个圆周，用0表示 
它.现在不难指出， exp 3 (5 1 ) 是胞腔空间，它带零维胞腔且带一维胞腔 a 和 
根据关于胞腔空间的基本群的定理， 7 r 1 ( exp 3 (5 1 ) ) e °) 是一个群，它带生成元 
组 { a ,/?} 和定义关系 a ： 2 oa _1 = 1， a 2 。广 1 = 1. 由此我们断言 a = /3 = 1,因 
此，群 7 ri ( exp 3 (5 1 ) J e °) 是平凡的.余下的只需注意到，由于 exp 3 (5 1 ) 的连通性， 
基本群不依赖于基点 e Q 的选取.于是 exp ^ S 1 ) 单连通，这就是要证明的. 

36.48. 像习题 36.47 的解答一样，等同端点的闭 区间了 = [0,1] 表示圆周. 

令： T = {(xi,x 2l x 3 ) G / 3 I Xi ^ ^ x 3 } 是顶点为 >1 = (0,0,0), B = (1,0,0), 

C = (1,1,0), D = (1,1,1) 的单形.不难看出， SP'S 1 ) hkT 通过等同面 ABC 
和 BCD 得到，并且棱 AS 与棱 BC 等同，棱与棱 DC 等同，且棱 AC 与 
廢 BD 等同.这时容易看出，所有点 A ， B ， C，D 对*应到一个点，记之为 e Q . 再记 
棱 4 S ， 和对应的圆周为 a , 记棱乂 C 和对应的圆周为汍最后，把 
AD 对应的圆周记为 7. 

容易看出， SPHS 1 ) 是胞腔空间，它有一个顶点 e G 和一维胞腔 a ，/?, 7 . 根据 
关于胞腔空间的基本群的定理（参见习题 36.47 的解答)， miSP ^ S 1 )^ 0 ) 是生成 
元为 a ,( 3 rt 且定义关系为 a 2 /?- 1 = 1, Paj - 1 = 1的群.容易看出，定义关系 
组等价于组 a 2 = /3, a 3 = 7 -于是，群 ^( SP ^ S ^ e 0 ) 的任意元素（以唯一方 
式）表示成 a n (n G Z ) 这种形式，由此我们得到结论因此 
SP ^ S 1 ) 不是单连通的. 

36.49 . 令 


T = {(xi,x 2 l x 3 ) G / 3 | xi ^ x 2) Xx ^ x 3 }. 

不难看出 ， T 是顶点为4 = (0,0,0), B = (1,0,0), C = (1,1,0), D = (1,1,1), 
E= (1,0,1) 的多 面体. 我们指出，#( 3 )由 r 通过等同面乃和 ACD 得到, 
在等同中，粘合旋转 27 T /3 角互相得到的点，特别地，点五与点 C 等同，我们 
也等同三角形 ABE, BED, ABC 和 BCD 的点 .用〜 表示这个等同，那么有 
AB 〜 BC 〜 CD 〜 BE 〜 ED, AC ^ BD. 


①原书为 SD . 
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分别用《，/?和7表示在这个等同下棱乂艮和对应的圆周，用 
€°表示 T 的顶点对应的点.不难看出， S 1 ^) 是带顶点 e Q 和一维胞腔 ah 
的胞腔空间.根据关于胞腔空间的基本群的定理（参见习题 36.47 的解答)，群 
Ap 1 ⑶， e Q ) 是带生成元 a , p n 和定义关系 1 = 1，如7- 1 = 1的群.这个 
定义关系组等价于组 a 2 = /?，V = 7 ,因此,的任意元素唯一表示 
成形式 a ' neZ . 从而 7 n (5 1 (3), e °)« Z , 特别地， ^(3) 不是单连通的 • 

36.53. 假定 不然： 设存在空间 e X p 4 J 到] R 4 中的嵌人.取闭区间 J 的不相 
交的开子集 CA 二（1， 1/3), U 2 = (1/3,2/3), U 3 = (2/3,1) .令 

V = {x € exp 4 / I x = { xi , X2 , x 3 }, 并且对于 i = 1，2,3 有 Xi G Ui }. 

不难看出 ， V 同胚于 M 3 . 设 = 0( U u U 2 , U 3 ). 令队 ={x e exp 4 / | x e 
O , | x | = 4, 并且 |:c n C / i | = 2 }. 不难指出，对于每个 i ， Wi 同胚于 R 4 , 并且 
叭 n % = 0 ， v i 一 j . 此外，显然，集合 y 是集合恥 （i = 1,2,3) 的公共边界, 
因此，在 R 4 中找到了同胚于 R 3 的集合,这个集合是三个不相交的都同胚于 R 4 
的集合的公共边界，这有悖于若尔当定理.故 exp 4 /^ IR 4 , 这正是需要证明的. 

36.54. 假设不然：设 exp 4 J 是4维流形.考察任意的点 :r = { xi , X2 , Xs } € 

exp 4 /,其中0 < Xi < o：2 < < 1. 根据我们的假设,对于点 a : 可找到同胚于 R 4 

的邻域.可以认为，这个邻域有形式 O = 0{ U u U 2 , U 3 ), 其中 R ，％ 和 C / 3 分别 
是点：^， 0 ： 2 和❿的不相交邻域，并且0贫 R ， l ^ U 3 . i ^ V ={ xeO \ | x | =3}. 
令 W = O \ V . 不难指出， W 有表示 W = u 3 i=1 w h 呢是 W 的既开又闭的子 
集，并且 W , n = 0, V t / j . 于是 W 至少有三个连通分支，由此得到同胚于 
R 3 的集合,把空间 M 4 分成多于两个的连通分支，这与若尔当定理矛盾.所得到 
的矛盾指岀 exp 4 J 不可能是流形，这正是需要证明的. 

36.55. 以下列方式构造映射 / i : SP n I — I n : 对于 [ x ] € SP n I ，令 h ([ x }) = 

( x x ,... , x n ), 其中 ( xi ,... , x n ) 是类 [ a :] 的表 7 K , 使得 ：Ti 彡: r 2 彡… < a ： n . 令 
T n ={ xeX n \ Xl ^ x 2 我们指出，: T 1 是 n 维闭单形.于是，映 

射 SP 71 / 到: T n 上. 

显然 T n 同胚于 n 维正方体因此，我们只需验证/ I 是同胚.映射/1的 
单射性和满射性显然.我们指出 / I - 1 连续，这是由于 I 1 三 7 r -| T n . 此外，根据习 
题36.26, SP n I 是紧统.因此 / I - 1 (作为连续的双射）是同胚，随之/ I 是同胚. 

36.56. 我们指出， i / 1 同胚于半开区间 [0,1). 设 ㈤ e 而（町，...，^) 

G [0, l) n 是类[ X ]的表示，使得 A < …令 h ([工 1) = (^1,.. _ ， a :„), 那 

么 h 是空间 SP n H l 到空间 


F = {x e [0, 1) 71 I XI ^ x 2 ^ ^ x n } 
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的双射.我们指出，/ I 是同胚.实际上，因为 / I - 1 三 7 T -| y , h ~ l 连续.现在验证 /I 
连续.设？7是 y 中的开子集，那么因为映射#是开映射， h ~\ U ) = 7 T ，) 是开 
集.于是^是同胚. 

再者，容易看出， y 是 n 维单形，在其上抠掉了面: r n = 1上的点，而这样的 
单形同胚于这正是需要证明的. 

36.57. 我们指出， IR 同胚于 (0,1)- 像习题 36.56 的解答一样，构造映射 
h : SP n R ^ y , 其中 y = {x G (0, l) n I XI ^ X2 ^ ^ X n }, 容易看出 ， y 是 n 

维单形，在其上抠掉了面 x n = imx n = Q 上 的点； 因此 y 同胚于丑' 这正是 
需要证明的. 

36.59 . 设 M 是任意 n 维流形 ， n ^ 1. 假定结论不真，即 M ⑷是 4 n 维流 
形.设 a 是流形 M 的任意一个点，而 U ( a ) 是这个点的同胚于 R 4 的邻域.用 
表示点 M e M (4) 的集合,对于这个点可以找到类问的表示 （ a ： i ， a : 2 ，： E3 ，： r4 )， 使 
得对于所有的 i 有 A G U ( a ). 我们指出，根据 M ⑷的拓扑的定义，子空间 M ' 
在 A /(4) 中是开的，特别地，还是流形.另一方面，按照邻域 U ( a ) 的选取，我们 
有 M ， = E n (4). 这样一来， R n (4) 是流形的假定就足以导致矛盾. 

36.60. 假设不然.考察任意两个不同的点 x,y e M 2 , 那么 { x , y } G exp 3 M 2 . 
按照我们的假设，可以找到在 exp 3 M 2 中的同胚于 H 6 的一个邻域.可以 
认为，这个邻域有形式 ( mV )、 其中 U 和 V 分别是点 x 和 y 的不相交的邻域. 
进而，由于 M 2 是二维流形，可以认为?7和 F 同胚于 R 2 . 因为 《7 n V = 0,所以 
ex Pl M 2 nO 〈 C /， V0 =0■令 

A — exp 2 M 2 fl 0{ U , V ), B = {z e . exp 3 M 2 | \ z \ = 3} D 0{ U , V ), 

则不难看出， 4 同胚于 M 4 . 此外， 0{ U , V ) \ A 不连通.事实上， 0( U , V ) \A = 
庆 UB2 , 其中 

Bi = {z = { xi , x 2 l x 3 } e B \ Xi e U , x 2 e U , x 3 e V }, B 2 = B \ B lt 

B 1 的 点与执 的点不能用位于 B 中的道路连结. 

称空间 X 被自己的子空间 F 分割，如果 X \ F 不连通，那么从上面已经指 
出的推出， 0{ U , V ) 被集合4分割.我们提醒 0{ U , V ) a M 6 , 而4同胚于舻，而 
这与下列著名定理相 矛盾： 

定理空间 5 T 不能被它的任何维数不超过 n - 2的集合分割. 

从得到的矛盾得到结论， exp 3 M 2 不是流形，这正是需要证明的. 

36.63 •设 Or , y )€ M 2 ,^z = x + iy , ffiE 2 与复平面 C 等同.这样一来，我 
们需要指出的是 SPCsCCT 1 .设 \{ z u ..., z n )) G SP n C . 令类 [( z u ..., z n )] 对应 
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多项式 P(z) = (z - Zi) ■ ■ ■ (z - z n ) 的系数集： 

…， 2 n )j h ( a n _ i ,..., ao ) G C n . 

容易看出，这样得到的映射 /: SP n C - c - 是满射和单射（实际上，复数域上的 
任意 n 次多项式有 n 个根，且由它的系数完全确定).此外，多项式的系数连续 
依赖于它的根，并且反之，多项式的根是它的系数的连续函数，由此我们得到结 
论，上面构造的映射是同胚，这正是需要证明的. 

36.64 .用亡表示扩充复平面.我们指出，球面炉同胚于亡，因此， SP n S 2 
同胚于 SP n C . 构造映射/： C 71 ^ CP 71 , 令向量（^，...，〜）以下列方式对应于 
等 价类： 

[ a 0 , …， a n ] = {( ca 。， … ， ca „) | c G C \ {0}} e CP n . 

^ 1 , • -., 是多项式 

P ( z ) = ao + aiz H - + a n z n 

的根.而形式如 （2 U 巧，… ， OO , . . . ， OO ) 的向量对应等价类 

s - v - • 

n—k 

[ cio ， . • • ， “ fc ，0， _ ♦.) 0] ， 

并且 Zi ,..., z k 是多项式 P ( z ) = a 0 + aiz + ... + a k z k 的根.我们要证明： / 是 
连续的，闭的和满射的 . /的满射性显然，因为任意 n 阶多项式在域 C 上有 n 个 
根_如果对于所有的 i ， Zi ^ OO ^ f 在点（^，...，〜）的连续性从以下事实推 出：由 
多项式 P { z ) = (2 - a) … ( z - 2 n ) 的系数组成的向量 ( a 0 ,..., a n _ i , l ) 看做组 
Zl ,..., Z n 的函数关于变量组 {^ x , 连续. 

作为例子，我们指出在 C 2 上/在点 （ q , OO ) 连续.设 A ^00,^2^ 0,那么 

/(之1，之2) = [之1:2, 一 （之1 + 之2)， 1] =之1， 一 ( J + 1) ，一， 

L \ Z 2 / Z 2 J 

lim f ( z u z 2 ) = [ zi .- l . O ] = f { zi , oo ), 

Z 2 ~*OC 

即 / 在点( 21 ,00)€€ 2 连续.在任意 n 个变量的情形下，其证明是类似的. 

映射/通过自然的等价关系 〜 f : x 〜 yHf ( x ) = f ( y ) 延拓到 e 2 { S 2 ) n 
上.容易看出，这个等价关系与延拓映射 7 r n : C 71 ^ ( S 2 ) n — SP n C 的等价关系 
一致.我们提醒，/的像是 CP -. 于是 

SP n S 2 = SP n C ^ c 71 / 〜 c 71 / 〜戶 CP n y 

这正是需要证明的. 
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36.65. 像习题 36.63 的解答一样，我们把 R 2 \ {0} 与 C \ {0} 等同，构造 
映射/: SP n ( R 2 \{0}) ^ C n . 这个映射的像是所有满足条件 a 0 ^ 0的向量 

(dn— 1 ，_ . _， a 。 ) • 

这些向量的集合以自然的方式同胚于乘积 e- 1 x (c \ { 0 }), 而后者同胚于 
( M 2 \ {0}) x 这正是需要证明的. 



参考文献 


[1] MnmeHKO A.C.，CojioBteB IO,n., ^omchko A.T. C6ophhk 3aaa^i no 中 (J>ep- 

eHitHaJibHOH reoMeTpHM h TonojiorKH. — M •: H3a-bo Mock, yH-Ta ， 1981. (有英译 
本： Mishchenko, A.S, ， Solovyev ， Yu-P M Fomenko, A.T., Problems in Differential 
Geometry and Topology, Moscow, Mir Publishers, 1985) 

[2] KosaHitoB H.H. n ZUi(|)(j)epeimHajn>HaH reoMeTpiwi ， TonojiornH ， TeH3opHRH 
anajiH3. — KneB, 1989. 

[3] BacHJibes A.M., Cojiobl6b KXIL JIh 中 4>epeHUMajrbHafl reoMeTpRfl (MeTOOT^ecKHe 
yKa3aHna). — M •: M 34 -BO Mock. yH-Ta ， 1988. 

[4] Tpo(J)HMOB B.B. 3aAa^n no TeopHH rpynn h a;ire6p Jin . — M •: M3A-bo Mock. 
yH-Ta ， 1990. 

[5] Poxjihh B• A • ， 伞 yKC JI.B. Ha^ajibHuii Ky pc TonojiorHH (reoMexpH^ecKHe 
rjiasu ), 一 M •: HayKa ， 1977, ( 有英译本： Fuks, D.B. ， Rokhlin, V.A. ， Beginner’s 
Course in Topology，Geometric Chapters, Berlin, Springer-Verlag ， 1984) 

[6] PoseH^opH 3 . P- 3aAanH no OT(J)(j)epeHunajibHOH reoMexpuM- — M •: HayKa ， 1971* 

[7] ilyGpoBHH B.A .， Hobhkob C.IL ， 伞 OMemco A.T. CoBpeMeHHan reoMexpiiii. —— M •: 
Hayna, 1986. ( 有中 译本： 杜布洛文， B.A. ， 诺维可夫， C.II. ， 福明柯， A.T .， 现代几何 
学： 方法与应用（第一、二、三卷 ) ，北京，高等教育出版社， 2006, 2007) 

[8] Hobhkob CML ， ^omchko A*T* BjieMeHTbi 及风中中 epemtHaJiBHOH reoMeTpun h 

TonojiorHH. — M •: Hayna, 1987. 

[9] MHmeHKo A • C ♦ ， ^oMeHKo A, T. Ky pc AH({)(})epeHiuiajibHoii reoMeTprai h 
T onojiorHH. — M •: ^aKTopnaji Ilpecc, 2000. ( 有中译本：米先柯， A.C., 福明柯， A,T .， 
微分几何与拓扑学简明教程，北京，高等教育出版社， 2006) 



参考文献 


• 341 ♦ 


[10] IIlBapii ilH(J)4>epeHanajii>HaH reoMeTpun m TonojiornH. — M: Mnp, 1970. 

[11] BjiamKe B. BBe/ieHHe b 中中 epeHUMtajibHyio reoMeTpMio. —— M: "Mwp ， 1957. 

[12] PameBCKMH ELK. PHMaHOBa reoMeTpun h TeH3opHMii ana jih 3. — M •: Hayna, 1967 - 

[13] PameBCKHH ILK, Kypc ot 中中 epeniiHaJii>HOH reoMeTpMH, —— M.: rocTexH3AaT ， 1956. 

[14] Topn iI>K, HanaJibHue rjiaBbi ot 中中 epeHUMajii>Hofi reoMeTpuM. — M •: Mnp, 1982 - 

[15] MaHxypOB O-B. SjieMeHTM TeH3opHoro aHaJiH3a. — M.: IlpocBemeHiie, 1991- 

[16] CTepHGepr C. JleKiiHH no ot 中中 epemijiajifeHoft reoMeTpuH. — M •: Mhp, 1970. 

[17] By3eMaH T. reoMeTpHji reoAe3HMecKnx• — M •: 伞 M3MaiTM3 ， 1962. 

[18] IloropejiOB A.B. Hn(J)({)epeHitMajiLHaH reoMeTpua. — M •: Hayna, 1974 - ( 英文版 : 
Pogorelov ， A ， V,，Differential Geometry, Groningen, Noordhoff, 1967) 

[19] IloropejiOB A.B. BHemHiM reoMCTpun BunyKJitix noBepxHOCTeit — M •: Hayna ， 
1969. ( 有英译本： Pogorelov ， A.V.，Extrinsic Geometry of Convex Surfaces, Transla¬ 
tions of Math. Monographs, VoL 35, Providence: Amer. Math. Soc” 1973) 

[20] AjieKcaH^poB A.H. BHyxpeHHHfl reoMeTpuH BbinyKJitix noBepxHOCTeft, —— M •: 

rocTexH3AaT, 1948. ( 有中译本：亚历山德罗夫， A.il., 凸曲面的内蕴几何学，北京， 
科学出版社， 1962) 

[21] 伞 hhhkob C-II. Kypc AH({)<t)epeHiiMajn>HOH reoNieTpHH, —— M •: rocTexio^aT ， 1952. 

[22] r pomoji JI” KjiMHreH6epr B., Meiiep B, PHMaHOBa reoMeTpua b uejiOM. — M.: 
Miip ， 1971. ( 德文版： Gromoll ， D” Klingenberg, W” Meyer ， W” Riemannsche 
Geometrie im Grossen, Lecture Notes in Mathematics, No. 55 ， Berlin, Springer- 
Verlag, 1968) 

[23] rHJii>6epT ZL ， Koh- 企 occen C. HarjiaflH^ reoMeTpna- — M.: rocTexn3AaT ， 1961. 

[24] Gerd Fischer. Mathematical Models, B 2-x TOMax. — Draunschweig/Weisbsden 
(Germany): Friedr. Vieweg & Sohn* 


总 策划： 张小萍 
责任 编辑： 赵天夫 
封面 设计： 王凌波 


本书是俄罗斯莫斯科大学经典数学教材《微分几何与拓 
扑学教程》 （ A . C . 米先柯、 A . T 福明柯著）的配套习题集。 

本习题集由两部分内容组成。第一部分包含关于微分几 
何与拓扑学的标准章节的习题。第二部分包含为深入掌握近 
代几何及其应用所需的习题。全书内容 涵盖： 曲线论、曲面 
论、坐标系、黎曼几何、古典度量、拓扑空间、流形、二维 
曲面的拓扑、三维欧几里得空间中的二维曲面、李群和李代 
数、向量场和张量、微分形式、联络和平行移动、测地线、 
曲率张量、代数拓扑基础。大多数题目或附有详细解答和提 
示，或附有答案。许多题目附有插图。 

本书可供数学、力学、物理及相关专业的本科生、研究 
生、教师和研究人员参考使用。 




■学科 类别： 数学 

academic.hep.com.cn 





































